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1. Wstep. Nasze rozwazania bedg dotyczyly wnioskowania o cesze ukry-
tej w modelu statystycznym zdefiniowanym w ogélnych zarysach w pracy [2].
Schemat problemu jest nastepujacy. Obserwujemy zmienne losowe Zy,...,
Z,. Uwazamy, ze stanowia one subiektywne oceny pewnej ukrytej cechy U,
niedostepnej obserwacji, podane przez n oséb, ktére nazwiemy ekspertami.
Model statystyczny opisujacy taka sytuacje jest sprecyzowany przez podanie
rodziny P rozkladéw prawdopodobiefistwa wektora losowego

(UaZ):( (‘] ) Z17Z27"',Zn )
cecha ukryta opinie ekspertow

(na przestrzeni R™*'). Podobnie, jak autorzy pracy [2], bedziemy rozwazali
nieparametryczne rodziny P, skladajace si¢ ze wszystkich rozkladéw spelnia-
jacych pewne warunki, dotyczace rodzaju zaleznoéci pomiedzy zmiennymi
U oraz Zy,...,Z,. Sformulujemy te warunki w p. 2.

Dla P € P oznaczmy przez Pz rozklad brzegowy (n-wymiarowy) we-
ktora opinii ekspertéw Z = (Z1,...,Z,). Autorzy pracy [2] skupili uwage
na badaniu wlasnoéci rozkladu Pjz wynikajacych z przyjetych zalozen o
rodzinie P. Nas interesowaé bedzie zadanie rekonstrukeji rozkladu P na
podstawie znajomosci rozkladu Pjz. Zalézmy, ze dysponujemy na tyle duzg
ilocia obserwacji wektora losowego Z, ze mozemy przyjac¢ rozklad @ = Pz
tego wektora za znany. Bedziemy sig starali wyznaczy¢ rodzing

(1) {PeP:Pz=Q},

czyli podrodzine lacznych rozkladéw wektora (U, Z) o zadanym rozkladzie
brzegowym wektora Z. Rozwiazemy to zadanie w p. 3 w przypadku zmiennej
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ukrytej U przyjmujacej dwie wartosci.

Rozpatrzymy nastepnie zadanie wnioskowania o cesze ukrytej przy pel-
nej znajomosci rozktadu cech obserwowalnych (por. [1]). Wykorzystujac zna-
jomosé rodziny (1), chcemy wnioskowa¢ o U na podstawie obserwacji Zy,...,
Z,, (opinii lacznie wszystkich ekspertéw, czeéci sposréd nich lub pojedyn-
czego eksperta Z;). W ramach statystycznej teorii decyzji mozna interesu-
jace nas zadanie wnioskowania sformulowaé jako poszukiwanie rozwiazania
minimaksowego, okreslonego w sposéb nastepujacy. Niech A bedzie zbiorem
decyzji, L(u,d) strata zwiazang z podjeciem decyzji d € A przy zalozeniu,
ze U = u € R. Minimaksowa, regula, wnioskowania nazwiemy taka funkcje
§:RF > A (1 € k < n; argumentami é§ s3 pewne wspolrzedne Z;,,...,7;,
wektora Z = (Z1,...,2,)), e
(2) sup EpL(U(Z;,,...,Z},))

{PeP:Fz=Q}
=inf  sup EpL(U,8(Z;,,...,2Z3),
8" {(PeP:P2=Q)}
gdzie @ jest znanym rozkladem brzegowym wektora Z.

Oczywiscie, zalozenie o znajomosci rozkladu brzegowego cech obserwo-
walnych jest duzym uproszczeniem. W praktyce wyznaczenie podrodziny (1)
lub minimaksowego rozwiazania (2) musi by¢ zawsze poprzedzone estymacja,
rozkladu @ w rodzinie {Pjz: P € P}. Takie zagadnienia estymacji nie beda,
rozwazane w tej pracy.

2. Ogdlne zalozenia o modelu. W paragrafie tym przytoczymy pewne
zalozenia, dotyczace tacznego rozkladu wektora (U, Z), sformulowane w
pracy [2]. W dalszym ciagu pracy rozwazal bedziemy rodziny skladajace
sie z rozkladéw spelniajacych wszystkie lub niektére z ponizszych zalozen.

Bedziemy stale zakladali, Ze opinie ekspertéw na temat tego samego
obiektu sa niezalezne:

ZALOZENIE (1). Zmienne losowe 21, Zy, ... Zyn sq warunkowo niezaleine
pod warunkiem U = u, dla dowolnego u € R.

Niekiedy uzasadnione jest przyjecie nastepujacego zalozenia o jednorod-
nosci ekspertéw: '

ZatozENIE (II). Dla wszystkich j = 1,...,n dwuwymiarowe rozktady
par (U, Z;) sq takie same.

Rozwazaé bedziemy ponadto pewne zalozenia dotyczace struktury za-
ieznoéci pomiedzy zmiennymi losowymi U i Z;. Nieformalny sens kazdego z
dwu ponizszych zalozen jest taki, ze wiekszym warto$ciom cechy ukrytej U
odpowiadaja wyisze oceny Z; ekspertow.
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ZAroZENIE (III). Zmienne losowe U i Zj sq dodatnio regresyjnie zaleine
(zalezne w sensie RD+), dla j = 1,.

Z deﬁmcp (por. [3]) zaleznosé typu RD+ pomiedzy U i Z; oznacza, ze
dla u' < u zachodzi nieréwnos$é P(Z; < z|U = v') > P(Z; < zIU = u) dla
kazdego z € R.

W czesci dalszych rozwazan korzystac bedziemy z nastepujacego, moc-
niejszego zalozenia:

ZAarozeNIE (IIT'). Zmienne losowe U i Z; sq dodatnio zalezne w senste
LRD+,dlaj=1,...,n

Z definicji (por. {3]), zalezno$é typu LRD+ pomiedzy U i Z; oznacza,
ze dla dowolnych u;, z; (¢ = 1,2,3) takich, ze u4 < up < u3, 21 < 22 < 23
mamy

Pluy < U S ug, 21 < Z; < 23)P(ug < U < uz, 29 < Zj < 23)
> P(U1 < U < ug,29 < Zj < 23)P(u2 <U<u3,z1 < Z]' < Zg).

Jezeli dla kazdego u € R istnieje gesto$é g(u,-) warunkowego rozkladu
(Z;|U = u) wzgledem pewnej wspdlnej miary, to zaleznos¢ LRD+ jest row-
nowazna temu, ze iloraz g(u', z)/g(u, ) maleje ze wzrostem z dla dowolnych
u' < u (op. cit.).

Wszystkie wymienione zaloZenia sa inwariantne ze wzglgdu na rosnace
przeksztalcenia zmiennych Z;. Jezeli wektor (U, Zy,..., Z,) spelnia ktdre-
kolwiek z zalozen (I, I, III lub 1), ¢1,...,¢n sa funkcjami rosnacymi, to
wektor (U, ¢1(Z1), . .., $n(Z,)) rowniez spelnia to zalozenie. Jezeli jednowy-
miarowe rozklady brzegowe zmiennych Z; sa ciagle, to mozemy bez straty
ogolnosci przyjac, ze s to rozklady jednostajne:dla 0 < z2<1,7=1,...,n

(3) P(Z;<z)==z.

Istotnie, jezeli dystrybuanta F; zmiennej Z; jest ciagla, to kladac ¢; = F}
dostajemy przeksztalcona zmienng ¢;(Z;) o,rozkladzie jednostajnym.

3. Przypadek binarnej cechy ukrytej. Niech cecha ukryta U bedzie
zmienna losowa binarna, przyjmujaca wartosci 0 lub 1. Dla podkreslenia tego
faktu, w tym paragrafie oznaczymy t¢ zmienna odmiennym symbolem I. O
zmiennych losowych Z; zalozymy, 7ze maja rozklady ciagle. Rozpatrujemy
zatem uklad zmiennych losowych

U, 21,y Zn).
Oznaczmy
(1) r=P[=0)=1-PI=1),

P(Z;<al=0)=Fz) (. _
® P(Z; < 2| = 1) = Gj(2) (G=1,...,m),
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(3) H(z,...,20) = P(Zh < 214000y 2 < 23).

Przyjmijmy,ze 0 < © < 1i uktad zmiennych losowych (I, Z1, ..., Z,) spelnia
zalozenie (I), ktére mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(4) P(Z1 < z21y... 2y < 23|I = 0) = F(21) ... Fa(2n),

P(Zy < z1y... 2y < 2g}] = 1) = G1(21) .. .Grn(2n) -

Zalozymy, ze rozklady brzegowe zmiennych Z; sa ciagle. Zgodnie uwaga z

kornica poprzedniego paragrafu przyjmiemy, ze rozklady te sa jednostajne,
czyli

(5) H(z,1,...,1)=...=H(,...,1,z) =z (0£2<1).
Na mocy (5) mamy z = 7F;(2) + (1 — 7)G(z), a wige
(©) Gi(z) = 2B,

W dalszym ciagu rozwazaé bedziemy przypadek tylko dwdch ekspertéw,
czyli przyjmiemy n = 2.

STWIERDZENIE 1. JezZeli uktad zmiennych losowych (I,Z,,Z,) spelnia
zatozenie (I), to zachodzi nastgpujgcy zwigzek:

(7) H(ZI,ZQ)— 2129 = 1—:{7[_-(1'_‘1(21) —21)(F2(22)-22).
Dowdéd. Wykorzystujac (4) i (6) mamy
H(z1,22) = nFi(21)Fa(22) + (1 — m)G1(21)G2(22)
= tR(2)Fs(22) + 1o—los = TR(a)llzs - 7Fa(z2)]

l—7nm
=71 7r[Fl(zl)f'b(zz) — 1 Fy(2) - nFi(n)+2122). »

Przeformutujemy teraz zalozenia (III) i (II1'). Zalozenie (III) sprowadza sig
do nieréwnoéci

(8) , Gj(z) < Fj(z)
da0<z2<1,5=1,2.

STWIERDZENIE 2. Niech.uktad zmiennych losowych (I,Z7y,Z;) spetnia
zatozenie (1). Zachodzenie kazidej z nastepujgcych dwdch nieréwnosci:

1)z < Fi(2), 2)Gi(2) <z,
dla0< z<1,j=1,2, jest rownoware warunkowi (11I). Nierownosé
H(z1,22) > 2122

zachodzi dla 2,25 € [0,1)] wtedy i tylko wtedy, kiedy warunek (11I) jest spet-
niony albo dla wektora (I,Zy, Z,), albo dla wektora (1 — 1,2y, 2,).
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Dowdéd. Nieréwnoéé (8) mozemy, na mocy (6), przepisaé w postaci
z—nFj(z) < (1-7)Fj(z),a wiec jest ona réwnowazna nieréwnosci z < Fj(2).
Réwnowaznosé¢ nieréwnosci (8) 1 Gj(z) < z pokazuje sie podobnie. Wre-
szcie, dla dowodu ostatniej tezy naszego stwierdzenia wystarczy zauwazy¢,
ze prawa strona we wzorze (7) jest stale nieujemna wtedy i tylko wtedy, kiedy
obie funkcje Fi(z) — z i F2(2) — z s nieujemne lub obie sa niedodatnie.

Ostatnia teza Stwierdzenia 2 méwi o dodatniej kwadrantowej zaleznoéci
(zaleznosci typu QD+, por. [3]) wektora (Zy, Z;). Zauwazmy, Ze zalozenie
(I) i réwnoé¢ (5) gwarantuja, ze dystrybuanty F; i G; spelniaja warunek
Lipschitza. Istotnie, oznaczajac ilorazy réznicowe (Fj(b) — Fj(a))/(b — a)
i1 (G;(b) — Gj(a))/(b— a) odowiednio przez Ar i Ag mamy, na mocy (6),
0<Ag=(1-71Af)/(1—7),skad Ap < 1/moraz0 < 1Ap = 1-(1-7)Ag,
skad Ag < 1/(1 — ). Dystrybuanty F; i G; maja zatem gestodci wzgledem
miary Lebesgue’a, ktére oznaczymy przez f; i g;; dwuwymiarowa gestoéé
odpowiadajaca dystrybuancie H oznaczymy przez h.

Zalozenie (III') sprowadza si¢ zatem, w rozpatrywanym obecnie przy-
padku, do tego, ze g;(z)/ fj(z) jest niemalejaca funkcja argumentu 2.

STWIERDZENIE 3. Jesli uktad zmiennych losowych (I, Z,, Z;) spetnia za-
tozenie (1), to zatoZenie (III') mozna wyrazié za pomocq jednego nastepujg-
cych réwnowaznych warunkdw (dla j = 1,2):

1) Fj jest funkcjq wklestq na odcinku [0, 1],
2) G; jest funkcjq wypuktq na odcinku [0, 1].
Nierdunosé
h(ay, az2)h(by,by) > h(ay,ba)h(b1,az)
zachodzi dla 0 < a; < b; < 1 (j = 1,2) wtedy @ tylko wtedy, kiedy wa-
runek (IIT') jest spetniony albo dla wektora (I,Z1,Zs), albo dla wektora
(1-1,21,2,).

Dowdd. Poniewaz z (6) wynika, ze g;j(z) = (1 — n f;(2))/(1 — ), wigc
9i(2)/ fi(2) = (1 — 7)Y (1/ f;(z) — ©) roénie wtedy i tylko wtedy, kiedy f;
maleje. Réwnowaznosé 2) i (III') pokazuje sie podobnie. Wreszcie zauwazmy,
ze
T

h(Z], 22) =

(A1)~ () — 14 1.

Wynika stad tozsamos$é h(ay, az)h(by,b2)—h(a1,b2)h(b1,a2) = (1 —m)~1 x
(fi(b1).— fi(a))(f2(b2) — fa(az)). Wyrazenie po prawej stronie jest dla
0 < a; < b; < i nieujemne wtedy i tylko wtedy, kiedy obie gestosci f;
sa niemalejace lub obie sa nierosngce. Koriczy to dowdd ostatniej czesci
stwierdzenia. m
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Ostatnia teza Stwierdzenia 3 méwi o dodatniej zaleznosci typu LERD+
wektora (Zy, Z3).

Stwierdzenia 1, 2 i 3 pozwola nam na scharakteryzowanie rodziny tych
dwuwymiarowych rozkladdéw, ktdre s lacznymi rozkladami opinii dwéch
ekspertéw w rozpatrywanym modelu.

Niech H bedzie dwuwymiarowa dystrybuanta rozkladu dodatnio kwa-
drantowo zaleznego o brzegowych rozkladach jednostajnych na odcinku
[0,1]. Warunkiem koniecznym na to, aby H byla dystrybuanta brzegowa
wektora (Z;, Z») dla pewnego ukladu ([, 7y, Z,), spetniajacego zalozenie (I)
jest, na mocy wzoru (7), mozliwo$§é przedstawienia H w postaci

(9) H(Zl,Zg) = 7‘1(21)7‘2(22) + 2122

dla pewnych funkcji 1,72 : [0,1] — R. Okazuje sig, Ze jest to réwniez waru-
nek dostateczny. Méwi o tym pierwsza cze$é nastepujacego Twierdzenia 1.
Sformulowanie tego twierdzenia poprzedzimy kilkoma spostrzezeniami. Je-
zeli dystrybuanta H jest postaci (9) to, z wyjatkiem trywialnego przypadku
H(z,2,) = 2122, funkcje ry 1 73 sa wyznaczone jednoznacznie z doktadno-
écia do stalych multyplikatywnych. Poniewaz H(z1,22) > 2122, wigc mozna
zalozyé, ze r1, 2 > 01, oczywiscie, 7;(0) = r;(1) = 0. Ponadto, dla wielkosci
sj 1 kj okreslonych (dla j = 1,2) wzorami

cooorib)—rie) rj(b) - ri(a)
(1) o= il e 0 BT S T
mamy —oo < s; < 0 < k; < oo oraz zachodza nieréwnosci sjhk2 > —11i
saky > —1. W samej rzeczy, poniewaz H jest dystrybuanta, wigc dla 0 <
a; < bj <1 mamy 0 < H(by,bs) — H(b1,as) — H(ay,b2) + H(ay,a;). Stad
(r1(b1) = r1(@1))(ra(b2) — r2(az)) > —(by — a1)(b2 — a2), a zatem s k2 > -1
i klsg Z —1.

TWIERDZENIE 1. Niech H(-,") bedzie dwuwymiarowq dystrybuantq takq,
‘e H(z,1) = H(1,2) = 2 (0 < 2 < 1) 1 H(z1,22) > 2123 dla 2,2, € [0,1].

1) Na to, zeby H byla dystrybuantq brzegowq wektora (Zy, Z,) dla pew-
nego wektora losowego (I, Zy, Z»), spetniajgcego zatozenia (1) i (I111) potrzeba
i wystarcza aby H mozna byto przedstawié w postaci (9).

2) Zatéimy, ze dystrybuanta H spetnia warunek (9). Wszystkie tqczne
rozktady wektora (I,7y,2Z;) o brzegowej dystrybuancie H, spetniajgcee (I,
II), wyznaczone sq przez parametr w (wzdr (1)) i funkcje Fy (wzdr (2))
nastepujqcej postaci:

1
14+ o109
(12) ' Fi(z) = ajrj(z) + 2

(11) T =
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dla dowolnych liczb ay i ay speiniajgcych nierdwnosci
ky <on < —1/s1, ki <ay £ -1/s2,

gdzie s; i k; sq okreslone wzorami (1/())

3) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby opisane w powyz-
szy sposdb rozktady wektora (I, Zy, Z,) spelnialy ponadto warunek (111 jest
wklestosé funkcji ry ¢ ro.

Dowéd. Konieczno$é warunku sformulowanego w czesci 1) twierdzenia
zostala juz pokazana.

Zaléimy teraz ze zachodzi (9). Latwo zauwazy¢, biorac pod uwage wzdr
(7), ze w celu znalezienia wszystkich rozkiadéw wektora (I, Zy, Z3) spelnia-
jacych (I, III) o brzegowej dystrybuancie H wystarczy rozpatrzyé m oraz
funkcje F; okreslone wzorami (11) i (12). Réwnosé (7) zachodzi wtedy au-
tomatycznie. Funkcje G; okreslimy wzorem (6). Pozostaje tylko zbadaé, dla
jakiego wyboru wspdlczynnikéw a; i a funkcje F; oraz G; sa dystrybu-
antami rozkladéw prawdopodobiefistwa. Poniewaz F;(0) = G;(0) = 0 i
F;j(1) = G;(1) = 1, wiec wystarczy sprawdzi¢, czy funkcje F; i G sg ro-
snace. Zauwazmy, ze ilorazy réznicowe (F;(b) — F;(a))/(b— a) = a;{r;(b) —
ri(a))/(b— a) + 1 sa nieujemne wtedy i tylko wtedy, kiedy a;s; +1 > 0,
czyli a; < —1/s;. Z kolei ilorazy réznicowe (G;(b) — Gj(a))/(b—~ a) =
(1 - 7)1 — 7[a;(r;j(b) — rj(a))/(b— a) + 1]} sa nieyjemne wtedy i tylko
wtedy, kiedy ajk; < (1 — m)/%. Wobec réwnosci (1 — 7)/7 = aja; nie-
réwno$é arky < (1 — m)/7 jest rtéwnowazna oy > ky, a nieréwnos¢ azkz <
(1 — w)/m réwnowazna oy > ki. Poniewaz pokazalismy wczesniej, ze prze-
dzialy [k2,—1/s1] i [k1,—1/s2] sa niepuste, koriczy to dowdd tez 1) i 2)
naszego twierdzenia.

Dla uzasadnienia tezy 3) wystarczy powolac si¢ na Stwierdzenie 3. Zau-

wazmy jeszcze, ze dla wkleslej funkcji ; mamy po prostu k; = ﬂ:zéd)'|z=o i
. dri(2)
$i = 4z Jz=1" .

Uwaga. Z czesci 2) Twierdzenia 1 wynika w szczegdlnosci nieestymo-
walnoéé m na podstawie obserwacji (Z1, Z2) w rozwazanym modelu. Znajac
rozktad opinii ekspertéw mozemy jedynie stwierdzi¢, ze

' 1
1- —1— <L ——F. 1
14 5182 14+ kl k2
Przanalizujemy teraz sytuacje, kiedy dolaczamy do rozpatrywanych dotych-
czas zalozen warunek (II), méwiacy o jednorodnosci opinii ekspertéw. Za-
cznijmy od nastepujacego spostrzezenia. Jezeli wektor (1, Z,, Z;) spelnia
zalozenia (I, IT), to prawdziwa jest tozsamoé¢ (dla 21, 2; € [0,1}):

(13) [H(z1,2) — 2122) = [H(z1,21) = 21 )[H (22, 22) — 7]
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W samej rzeczy, przyjmujac we wzorze (7) F'= Fy = F5 i 2 = z; = 2z otrzy-
mujemy (F(z) — z)? = 1=2(H(z, z) — 2*). Korzystajac ponownie ze wzoru
(7), dostajemy (13). Zaldzmy, ze funkcja H spelnia tozsamosé (13) i jest
dystrybuanta, rozkladu dodatnio kwadrantowo zaleznego, o jednostajnych
rozkladach brzegowych. Oznaczmy

(14) r(z) =V H(z,2)- 22,
. 7(b) — r(a) o r(b) - r(a)
(15) $= Oszlzléil;SI b-a ’ k= osiliI:S1 b—a )
Mamy teraz H(z1,22) = r(21)r(22) + 2122 1 na mocy uwag poprzedzajacych
Twierdzenie 1 widaé, ze —c0 < s <0< k< ooiks>-1.
Sformulujemy teraz odpowiednik Twierdzenia 1 dla modelu jednorod-
nych ekspertow.

TWIERDZENIE 2. Niech H(-,-) bedzie dwuwymiarowg dystrybuantq takq,
e H(z,1)= H(1,2) =2 (0< 2 < 1) i H(21,22) > 2122 dla 21,2, € [0, 1].

1) Na to, zeby H byta dystrybuantq brzegowq wektora (Zy, Zs) dla pew-
nego wektora losowego (I, 2y, Z2), spetniajgcego zatozenia (I, 11 i III) po-
trzeba i wystarcza aby spetniona byta toisamosé (13).

2) Zatdzimy, ze dystrybuanta H spetnia toisamosc (13). Wszystkie tqczne
rozktady wektora (I, Zy, Z2) o brzegowej dystrybuancie H, spetniajgce (I, 11,
IIT) wyznaczone sq przez parametr © i dystrybuante F = Iy = Fy postaci:

(16) 7= H%
(17) F(z)=ar(z)+ z,

gdzie v jest funkcjq okreslong wzorem (14), zas a jest dowolng liczbg spet-
niajgcq nieréwnosé k < a < —1/s dla k i s danych wzorami (15).

3) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby opisane w powyz-
szy sposdb rozktady wektora (I, 21, Zs) spetniaty ponadto warunek (III') jest
wklestosé funkeji r.

Dowdéd. Wynika natychmiast z Twierdzenia 1. m

4. Minimaksowe reguly decyzyjne. Rozwazymy teraz klasyczne za-
danie dyskryminacji statystycznej w badanym przez nas modelu z binarna,
cecha ukryta. Jesli I jest zmienna losowa o wartosciach 0 lub 1, za§ Z -
wektorem losowym w R¥, to zadanie wnioskowania o I na podstawie Z for-
muluje si¢ w analizie dyskryminacyjnej najczesciej w nastepujacy sposob.
Rozwaza sie zbiér decyzji A = {0,1} i funkcje strat L : {0,1} x {0,1} = R
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okreslona wzorem

c jeslii=0i1d =1,
(1) Lit,d)=¢1—c jeslii=1id=0,
0 w pozostalych przypadkach

(dla pewnego wspdlczynnika ¢ € (0,1)). Poszukuje sie funkcji decyzyjnej
6 : R* — {0,1} minimalizujacej ryzyko

Rp(8) = EpL(1,6(2)),

czyli warto$¢ oczekiwana straty wzgledem lacznego rozkiadu P wektora
(I,Z). Rozwiazanie tak postawionego zadania dla danego rozkladu P jest
dobrze znane (np. [4], p. 7.4).

Rozpatrzymy teraz, podobnie jak w poprzednim paragrafie, wektor lo-
sowy

(1,2, Z2)
gdzie I jest binarng cecha ukryta. Zakladamy, Ze taczny rozklad P tego we-
ktora nalezy do rodziny P wszystkich rozkladéw na {0,1} x R* spelniajacych
zalozenia (I) i (TTT") oraz warunek unormowania (2.3) z pargrafu 2. Zajmiemy
sie wyznaczeniem minimaksowego rozwiazania problemu wnioskowania o
na podstawie obserwacji zmiennej Z; (opinii pojedynczego eksperta). M6-
wiac dokladniej, zakladamy znajomoé¢ rozkladu brzegowego @ = Pz we-
ktora (Z1, Z2) i poszukujemy takiej funkcji decyzyjnej é : [0,1] — {0,1},
ktéra minimalizuje maksimum ryzyka
(2) sup Rp(d) = sup EpL(1,6(2))
{p€P:Pz=Q} {PeP:Pz=Q}

dla funkcji strat L danej wzorem (1). Stosujac oznaczenia z paragrafu 3
mozemy ryzyko Rp w powyzszym wzorze wyrazi¢ w postaci

3)  Rp(8)= [ {emfilz1)6(z1) + (1~ )1 = m)g1(z1)[1 - 6(=1)]} d=n

gdzie f1 i g sa warunkowymi gestosciami rozkladu zmiennej Z, dla, odpo-
wiednio, I = 0171 = 1, za$ # = P(I = 0). W rozwazanym przypadku rodzina
{P € P: Pz = Q} jest dwuparametrowa rodzina rozkladéw opisana w
Twierdzeniu 1 w poprzednim paragrafie. Gestosc¢ f jest mianowicie postaci
fi(2) = T+anry(), mamy 7 = 1/(1+emaz) i g1(2) = (1-7fi(2))/(1 -7) =
z—(1/a2)ri(2). Parametry (a;, a2) przebiegaja przedzial ky < oy < —1/sy,
k1 € ap < —1/s,, za$ 7y, jest znana funkcja (pochodna funkcji ry wystepu-
jacej w (3.9)).
Oznaczmy dla uproszczenia

a=ay, B=1]ay, a* = =1/s1, ax=ky, B =1[/ky, B = —s2,
r(z) = m(z), p(z) = ri(2),



32 U. Luboinska, W. Niemiro

R(O(,ﬂ, ‘5) = RP(é) .
Wzdr (3) przyjmuje teraz postaé
R(a,,6)

=f{ iﬂ

i po prostych przeksztalceniach, korzystajac z tego, ze fol p(z)dz = 0, otrzy-
mujemy

R(a, B,6)

= a+ﬂ{(1—c)a+[6ﬂ (1-c)al fé(z ydz + aff fp(z)g(z)dz}

2= Bl - 6(z)1} dz

7 tego wzoru widaé, ze dla dowolnej funkcji decyzyjnej § mozemy znalezé
funkcje decyzyjna

. 0 dlaz<¢(,
® s={] mise
jednostajnie (dla dowolnych @ i ) lepszg od funkcji §. Istotnie, wystarczy
wzia¢ ( = 1 — fol 6(z)d=z i zauwazy¢, ze p jest funkcja nierosnaca. Wynika
stad, ze w poszukiwaniu minimaksowej funkcji decyzyjnej mozemy ograni-
czy¢ si¢ do rozpatrywania funkcji postaci (4) (progowych regut klasyfikacjt).
Ostatecznie zatem nasze zadanie przybiera postad: znaleié punkt ¢ € [0, 1)
w ktérym osiggany jest kres dolny

5 inf su su R(a é
( ) 0<(<1 ¢, <a2a‘ ﬂ.<ﬁgﬂ ( Is C)

gdzie, jak latwo zauwazy¢,

(6) R(a,3,6¢) = ﬂ{Cﬂ +¢[(1 - c)a — B8]~ apr(¢)}.
Obliczmy pochodne czastkowe funkcji R(a, 8, 6¢):
OR B
(7 9 m[c - ¢ — Br(¢)]
0
®) % = gl - nCl
o OR  —cB+(1- cla— afp(0)
o a+tf

Ustalmy teraz (. Rozpatrzmy nastepujace przypadki.
1. Niech ¢ < ¢. Mamy wtedy g—g < 0 na mocy (7). Dla dowolnego,
ustalonego 8 funkcja R przyjmuje maksimum sup, R(a,f,6;) dla a = a..
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Jesli przy tym ¢ + a.r(¢) < ¢, to %’—g > 0 na mocy (8) i maksimumn

sup, g R(a, B,8¢) jest osiagane w punkcie (a,8*). Jesli ( + aur(() 2 ¢,
to maksimum jest osiagane w (., B«)-

2. Niech { > c¢. Podobne rozwazania prowadza do wniosku, ze funkcja R
osiaga maksimum w punkcie (a.,B4), jesli ( — B«r(¢) < ¢ oraz w punkcie
(a*aﬁ*)a .]eéh C._ ﬁ*r(C) Z C.

Oznaczmy przez z. i z* punkty spelniajace réwnania
(11) Zu + 0ur(24) = ¢, 2* = fur(z¥)=c.

Punkty takie istnieja i spelniaja nieréwnosé z. < z*. Z faktu, ze funkcja r
jest wklesla wynika, ze dla ( < z, zachodzi nieréwnosé ¢ + a.r(¢) < ¢, dla
20 < < 2* mamy € = ur(C) < ¢ < ¢+ aur((), zaé dla { 2 2* mamy
¢ — B.r(¢) > ¢. Reasumujac,
R(a*,ﬁ*,&;) dla ¢ < z.,
(12) max R(e,8,6¢) = § R(a., By, b)) dlaz, < (< 2%,
P R(a”,f.,8¢) dla (> 2",

WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:
_ OR . OR
Al = W(a*yﬂ »Z*—)$ Ai’- = W(a*vﬂ*’z*-{_)’

_  0R . . *
Ay = 3_4(01*,@«,2 =) AT = —=(a", Bs, 2" +)

(%—?(a,ﬂ,(:l:) oznaczaja tu pochodne lewo- i prawostronne funkcji ( —
R(a, B,6¢)). Latwo zauwazy¢, ze Ay < AT <€ A7 < A}. Mozemy teraz
wypowiedzieé¢ nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3. Jezeli uktad zmiennych losowych (I, Zy, Z2) spetnia za-
tozenia (1) i (III') to maksimum ryzyka (2) jest najmniejsze dla funkcji de-
cyzyjnej 8. (postaci (4)), gdzie ¢ jest okreslone nastgpujgco:

1) jesli A7 > 0 to ¢ jest dowolnym punklem spetniajgcym nierownosc

l1-c¢c c
< - < o(c-
) < == = o= < 0(C-)
2) jesli A7 <0 i A¥ >0 to (= 2,
3) jesli Af <0 i Ay >0 to ( jest punktem spetniajgeym nieréwnosé

P+ < 5 - (),

4) jesli Ay <0iAF >0t ¢ =2z%,
5) jesli AT < 0 to { jest punktem spetniajgcym nierdwnosé

pGH) < 5= = S < ol).
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Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja (12) wyrazajaca maksimum ryzyka jest
wypukla i A7, Af, A7 oraz A7 sa jej pochodnymi jednostronnymi w punk-
tach z, i1 z*. Teze twierdzenia otrzymujemy natychmiast, badajac przebieg
tej funkcji na przedziatach [0, 2.}, [2«, 2*] i [2*, 1] przy wykorzystaniu wzoru

(9). =

Rozwazmy teraz analogiczne zadanie przy dodatkowym zalozeniu jed-
norodnosci ekspertéw. Innymi slowy poszukujemy funkcji decyzyjnej mi-
nimaksowej w przypadku, kiedy rodzina P rozkladéw wektora (I, Zy, Z3)
sklada sie ze wszystkich rozkladéw na {0, 1} x R? spelniajacych oprécz zato-
zen (I) i (IIT") réwniez zalozenie (II). Wiemy na podstawie Twierdzenia 2, ze
{P € P: Pz = Q} jest w tym przypadku rodzina jednoparametrowa; gesto-
éci figsapostaci f(2) = 1+ar'(2),9(z) = z—(1/a)r' (z),zas T = 1/(1+a ).
Parametr o przebiega przedzial a, = k < a < —1/s = a*, zad ' = p jest
znang funkcja (pochodna funkcji r okreslonej wzorem (3.14)). Nasze zadanie
przybiera teraz postaé: znalezé punkt ¢ € [0, 1] w ktérym osiagany jest kres
dolny

(13) og}fq o iggw R(e,1/a,é¢),

gdzie R(-,-,-) jest funkcja dana wzorem (6). Ze wzoréw (7) i (8) wynika, ze

e o et 3rota-ya)

Ustalmy teraz (. Rozpatrzmy nastepujace przypadki.

1. Jesli ¢ + 3r(Q)(a* — 1/a*) < c to %R < 0 i funkcja R przyjmuje
maksimum w punkcie a.

2. Jedli ¢ +.1r(()(ax = 1/on) < e < (+ 37(()(a” - 1/a*) to funkcja R
przyjmuje maksimum w punkcie @ = o({) bedacym rozwiagzaniem réwnania
¢+ br(Oa—1/a)=c.

3. Jesdli ¢ < ¢+ 2r(¢)(aw — 1/a.) to £R > 0 i funkcja R przyjmuje
maksimum w punkcie a*.

Oznaczmy przez zy i 2% punkty spelniajace réwnania

(14) d—‘i:R(a, 1o, 8¢) =

(15)  zp + r(z#)(a -1/a")=c, z#+%r(z#)(a*—-1/a*)=c.

Punkty takie istnieja i spelniaja nieréwnosé z, < zgx < 2# < z*. Dla ( < z4,
2p (L z# i ¢ > z¥# zachodza odpowiednio przypadki 1, 2 i 3 wymienione
powyzej. Funkcje maksimum ryzyka mozemy zatem wyrazi¢ nastgpujaco.

R(a.,1/a,,b¢) ‘dla ¢ < zg,

(16) max R(a,1/a,6¢) = { R(a((),1/a((),6;) dla zg < < 2¥#,
« R(a*,1/a*,8¢) dla ¢ < z#.
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Jest to funkcja wypukla, jako kres gérny rodziny funkcji wypuklych. Oznacz-
my
B, = %—?—(a*,l/a-*,z#), By = %?( *1/a*, z%).

Mamy B; < B,. JeSli B; > 0, to maksimum funkcji (16) lezy w przedziale
[0, 24], jeéli By < 0 < By — w przedziale [z4,2%], jesli za§ B, < 0 - w
przedziale [z#,1]. Badanie przebiegu tej funkcji na przedzialach [0,z4] i
(2#, 1] sprowadza si¢ do bezposredniego zastosowania wzoru (9). Zbadajmy
teraz przebieg funkcji (16) na przedziale 24, 2#]. Zaldzmy, dla uproszczenia,

ze funkcja p jest ciagla. Poniewaz ade(Ol(C), 1/a((),6¢) = %%% + %}g—, za$
% = 0 dla a = a((), wiec w punkcie {, w ktérym funkcja przyjmuje
minimum mamy %}g = 0. Pochodna %12— jest dana wzorem (9).

UdowodniliSmy w ten sposéb nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4. Jezeli uktad zmiennych losowych (I, Zy, Z,) spetnia za-
tozenia (I), (1), (II1') i funkcja r (okreslona wzorem (3.14)) ma ciggtq po-
chodng p to maksimum ryzyka (2) jest najmniejsze dla funkcyi decyzyjnej é;
(postaci (4)), gdzie { jest okreslone nastepujqco:

1) jesli By > 0 to ¢ jest rozwiqzaniem rownania

p(<)=(1—c>a*—ai*,

2) jesli By <0< Ba, to { jest punktem spetniajgeym uktad réwnarn

{p(c‘):(_l—c)a—é,
(+3r(Oa—1/a)=c,

3) jesli By < 0 to ¢ jest rozwiqzaniem réwnania

pC) = (1—c)a™ = =

Dla klasyczne] funkcji strat wyznaczyliémy zatem, w rozwazanych przez
nas modelach, minimaksowe reguly decyzyjne w klasie regul zaleznych od
pojedynczej wspdlrzednej obserwowalnego wektora (21, Z3). Zauwazimy na
zakoficzenie, ze problem znalezienia minimaksowej funkcji decyzyjnej wérod
funkcji obu wspdtrzednych prowadzi do pewnego zagadnienia wariacyjnego,
ktdrego autorzy tej pracy nie potrafia rozwiazac.
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Abstract .
On inference concerning binary latent trait

Let Z1 and Z2 be observable random variables. Assume they depend on latent trait U/
and are conditionally independent, given U. 1) How, and to what extent, the joint distri-
bution of (U, Zy, Z2) can be recovered from that of (Z1, Z3)? 2) Suppose that, knowing
Zy and/or Za, we are to make decision concerning U. What decision rule is the best? Both
the problems are properly formalized and solved in the simple case of binary U.





