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Ksigzka Z. Govindarajulu podejmuje prébe przedstawienia caloksztai-
tu metod sekwencyjnych w statystyce matematycznej. Jak sam autor
zaznacza we wstepie, jest to préba nieudana, gdyz wiele probleméw
zostato pominietych., W przeciwnym razie ksigzka rozrostaby sie do
rozmiaréw monstrualnych, I rzeczywiscie, po pionierskich wynikach
Walda 1 Steina w latach czterdziestych ilo¢¢ prac poséwigconych me-
todom sekwencyjnym szybko rosia i obecnie nie ma chyba dzialu sta-
tystyki matematycznej, w ktérym nie prébowano zastosowad podejécia
sekwencyjnego. Govindarajulu najobszerniej przedstawia dziedzine
testéw sekwencyjnych oraz zagadnienia estymacji sekwencyjnej.

Najogélniej mozna opisacé metode sekwencyjna nastepujaco. Wyko-
nywany jest ciag eksperymentdw. Po kazdym eksperymencie nalezy za-
decydowac na podstawie dotychczasowych wynikéw:

a) czy przerwac doswiadczenie czy tez je kontynuowaéd,
b) jak ma przebiegaé nastepny eksperyment.

W wielu zadaniach statystyki wykonuje sig ciag jednakowych eks-
perymentéw i wtedy rozwazany jest tylko problem a). Ksiagzka réwniez
zajmuje sig tylko zagadnieniami sekwencyjnymi typu a). W poréwnaniu
Z podejs$ciem tradycyjnym eksperymentator zyskuje tu dodatkowy sto=-
Pien swobody: liczba eksperymentéw staje sie zmienna losowg zalezna
od wynikéw dodwiadczenia.

Na wstepie autor przedstawia prosty problem, w ktérym podejscie
Sekwencyjne daje oczywiste korzysci. Zalédzmy, 2e nalezy przyjeé lub
odrzucié pewng partig wyrobdéw. Regula postgpowania jest nastepuje-
Ca, Wybiera sig prdébke ziozong z 50 wyrobdw, Jesli w prébce znajdzie
8i¢ co najmniej osiem wyrobdéw wadliwych, to cala partia jest odrzu-
tana, jesli wyrobdéw wadliwych bedzie mniej niZz osiem, to cala par-
tia wyrobéw jest przyjmowana., Oczywiste jest, Ze metoda sekwencyjna
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pozwala zmniejszyé w pewnych przypadkach wielkosé prébki. Ekspery~
ment mozna przerwaé natychmiast po zaobserwowaniu os$miu wadliwych
lub czterdziestu trzech dobrych elementdéw, Jesli badanie jakosci
zwiazane jest z niszczeniem wyrobéw, to taka oszczednos¢ moze byé
dla kontrolera jakosci istotna,

Metoda sekwencyjna pozwala nie tylko zmniejszac licznosé¢ proéb-
ki. W pewnych zadaniach statystyki jest to jedyna mozliwa metoda
rozwiazania. Przyktadem moze tu byc¢ zadanie rozwiazane przez Stei-
na, Niech X;, Xoo eaes Xou eee bedzie ciggiem niezaleznych zmien=-
nych losowych o jednakowym rozkiadzie normalnym N(H,G'). gdzie
wartos¢ oczekiwana u oraz wariancja 62 sa nieznane. Nalezy skon-
struowac taki test hipotezy wu= Hor aby funkcja mocy tego testu
byta niezalezna od wariancji. Dantzig udowodnil, ze jesli wielkos¢
prébki n jest z géry ustalona, to test taki nie istnieje. Stein
skonstruowal stawna procedure sekwencyjna, ktéra rozwigzuje to za-
gadnienie. Powysze zadanie mozna sformulowaé jako problem poszu-
kiwania przedzialu ufnoéci, Mianowicie poszukiwany jest przedzial
ufnodci o 2 géry‘zadanej szerokosci 1, ktéry pokrywatby nieznana
wartosé oczekiwana z prawdopodobierntistwem rdéwnym co najmniej «.
Jak poprzednio, nie mozna tego zadania rozwigzac za pomoca proébki
o ustalonej licznosci, a Stein podat tu odpowiednia procedurg sek-
wencyjna. Z tych wynikdw Steina oraz z badan Walda nad sekwencyj-
nym testem ilorazowym wyrosly dwa kierunki analizy sekwencyjnej:
dziedzina testéw sekwencyjnych oraz estymacja sekwencyjna a w
szczegélnoéci problem konstrukcji przedziaiéw ufnoéci o zadanej
z géry szerokosci,

W dziedzinie estymacji sekwencyjnej Govindarajulu omawia trzy
obszerne klasy probleméw jakie tu wyrdzniono:

1) zminimalizowad blad estymacji przy narzuconym ograniczeniu na
wartosé oczekiwana liczby obserwacji,

2) zminimalizowad wartosc¢ oczekiwang liczby obserwacji przy narzu-
conym ograniczeniu na wielkoé¢ bitedu estymacji,

3) zminimalizowaé sumaryczng strate wynikajaca z biedu estymacji
oraz z kosztu obserwacji. )

W kazdym z tych przypadkéw nalezy znalezé optymalna w odpowiednim

sensie procedurg sekwencyjna, na ktéra sklada sig estymator (a

wtasciwie ciag estymatordéw okreslonych dla kazdej mozliwej wiel-

kosci préby) oraz reguta zatrzymania (to znaczy zmienna losowa

okreslajaca wielkoéé préby). Na poczatku lat pigcédziesigtych pod-

jeto préby systematycznego rozwiazywania tych probleméw. Okazaio
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sig, 2e szereg znanych twierdzeh teorii estymacji jest prawdzi-
wych w przypadku sekwencyjnym, I tak, przeniesiono pojecia dosta-
tecznodci, zupeinosci oraz niezmienniczosci estymatoréw. W przy-
padku, gdy biad estymacji mierzymy za pomoca kwadratowej funkcji
straty, przeniesiono tez nierdéwnodé Rao-Cramera oraz pojgcie esty-
matora najefektywniejszego. Na przykiad, estymator mozna konstru-
owaé na podstawie ciagu estymatordéw dostatecznych znalezionych dla
przypadku niesekwencyjnego; gdy funkcja straty jest wypukila, wow-
czas prawdziwa jest nieréwnosdc¢ Rao-Blackwella 1 wystarczy rozpa-
trywaé estymatory nierandomizowane. Jako jeszcze jeden przyktad
przytoczymy nastepujacy wynik. Niech Xgo Xoa aen bedzie ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkiadzie z gestos-
cia f(x,®), gdzie EqX; =®. Niech dla kazdego n statystyka

To = Xy +# X5 4 een + X bedzie dostateczng dla B, Zalézmy dalej,
ze miarg bledu estymacji jest wariancja estymatora. Rozwigzaniem
problemu 1) jest wtedy procedura niesekwencyjna, tzn., liczbe ob-
serwacji mozna z géry ustalié. Poszukiwania te daly jednak niewie-
le podobnych do powyzszego ogélnych twierdzen estymacji sekwencyj-
nej i w nastepnych latach skupiono sig raczej na badaniu konkret-
nych probleméw. Okazaly sig one zreszta réwnie trudne jak zadania
sformutowane bardziej ogélnie. Govindarajulu prezentuje bardzo
wiele takich probleméw, Wiele miejsca zajmujag zadania typu 2) w sy-
tuacji, gdy biad estymacji kontrolowany jest za pomoca przedziatu
ufnosci o zadanej szerokoéci., Najbardziej znany problem tego typu
mamy, gdy obserwacje Xi, X2, ... maja rozktad normalny o nieznanej
$redniej i wariancji, a szacowanym parametrem jest wartosé¢ oczeki-
wana. Mozna udowodnié, ze wéwczas najlepszym estymatorem jest éred-
nia z préby:

-

Problem sprowadza sie wtedy do poszukiwania takiej reguly zatrzy-
mania N, ze dla dowolnych rzeczywistych p oraz ¢ > O

(a) aha( Ry -] < d) > «
oraz
(b) N jest minimalna,

E?MG

gdzie d >0 oraz 0 <« <1 sg z géry zadane.
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Jak wspomnieliémy wczedniej pierwsza regule zatrzymania o wka-
snosci (a) podat Stein, ale dotychczas nieznana jest regua zatrzy-
mania, ktéra posiadataby obie te wkasnosci, tzn. by byla optymalna,
Jest to dobry przyklad trudnosci wystepujacych przy stosowaniu me-
tod sekwencyjnych: peitne rozwiazanie postawionego problemu jest tu
bardzo rzadkie. W ksiazce mozna znalezé szczegéiowe przedstawienie
znalezionych dotychczas wynikéw i wlasnosci réznych regul zatrzyma-
nia,

Dla rozkitadu normalnego sformulowano tez zadanie typu 3) przy
zatozeniu, ze blad estymacji mierzony jest wariancjg estymatora.
Doktadniej problem brzmi tak: znalezé taka regule zatrzymania N,
20 wielkosé

% 2
AE, e (Xy =p)T + cE o N

Jest minimalna jednostajnie ze wzgledu na y oraz 6, gdzie A > O,
¢ > 0 -~ zadane state (¢ jest tu kosztem pojedynczej obserwacji).
Tu wyniki sg jeszcze skromniejsze niz w poprzednim przypadku, Skon-
struowano pewnga reguite zatrzymania, ktéra jest optymalna asympto-
tycznie przy koszcie obserwacji ¢ dazacym do zera., Ta sama regu-
ta pozostaje asymptotycznie optymalna w znacznie szerszej klasie
rozktadéw o skoriczonym ésmym momencie. Tego rodzaju wyniki asympto-
tyczne sg latwiejsze do osiagnigcia i jest ich znacznie wigcej niz
wynikéw nieasymptotycznych,

Oprécz powyzszych mozna znalezé w ksiazce wiele innych zagad-
nieh analizy sekwencyjnej jak na przyklad:

- estymacja wspdiczynnikdow regresji liniowej,

~ konstrukcja przedzialéw ufnosci o ustalonej szerokosci dla

wspétczynnika zmiennoéci oraz dla P(Xx < Y),

- estymacja rozmiaru populacji skonczonej,

- nieparametryczny przedziat ufnoéci o zadanej szerokosci dla

kwantyli,

- estymacja sekwencyjna sredniej wielowymiarowego rozkiadu

normalnego,

- sekwencyjna estymacja parametréw rozktadu jednostajnego oraz

wykiadniczego.

Druga czes$¢ ksigzki poswigcona jest testom sekwencyjnym, Do~
ktadnie dyskutowany jest sekwencyjny test ilorazowy Walda. Ma on,
jak wiadomo postac nastgpujgca. Obserwujemy niezalezne zmienne lo-
sowe X;., X5, +s. 0 jednakowej gestosci rozkiadu f(x,8), Testu-
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Jemy hipoteze Hy:18 = B8y Pprzeciw hipotezie alternatywnej H,: 6= 8,.

Niech
Fn'lf(x 8,)
i=1 i* "1

n” ﬁ f(X;, 8)

iml

oraz niech 0 < A < B sa zadanymi statymi, Przyjmujemy hipoteze
Hy. jesli L, < A, odrzucamy Hg» gdy Ln > B, kontynuujemy loso-
wanie, gdy A <L, <8

W ksiazce oméwione sg doktadnie dwa zwigzane z tym testem pro~
blemy, ktére badano przez wiele lat: mianowicie, jak wygleda funkcja
mocy takiego testu oraz jak zachowuje sig wartosc oczekiwana liczby
obserwacji jako funkcja parametru, Problemy te sg nietatwe i docze-
katy sie wielu czgsciowych rozwigzan. Znane sg obecnie liczne przy=-
blizenia obu tych funkcji. Badano tez, w jakim sensie test Walda
jest lepszy od innych testéw. Wyniki na ten temat réwniez mozna
znalezé w ksiazce, na przykiad taki: Sposréd wszystkich testéw hi-
potezy Hy przeciw hipotezie Hy o bledzie pierwszego rodzaju <o
oraz bledzie drugiego rodzaju <@ test Walda, ktéry tez speinia te
warunki, ma najmniejszg wartosc¢ oczekiwana liczby obserwacji.

Dyskutowane sa tez w ksiazce rézne warianty testu Walda, jak na
przykiad test obciety, gdzie narzucone jest gorne ograniczenie na
liczbe obserwacji czy uogdélniony sekwencyjny test ilorazowy, w kto-
rym state A oraz B sa zastapione ciagami An oraz Bn‘ Nastgpnie oma-
wiane sa bardziej skomplikowane problemy testdéw sekwencyjnych dla
hipotez zlozonych, Komplikujs sieg tu problemy badania optymalnosci
oraz obliczania funkcji mocy i wartosci oczekiwanej liczby obserwa-
cji. Dokladnie omdéwione sa sekwencyjne testy t, F oraz testy niepa-
rametryczne na przyktad sekwencyjny test Koimogorowa-Smirnowa oraz
sekwencyjny test rangowy.

Dwa wymienione poprzednio dzialy metod sekwencyjnych sa przed-
stawione przez autora bardzo doktadnie. W ksigzce mozna znalez¢
prawie wszystkie wyniki znane dotychczas tylko z artykuldéw. Czeéc
wynikéw jest podana wraz z dowodami. Ta kompletnos¢ ksiazki spra-
wia, ze mimo licznych usterek warto sie z nia zapoznac. Fozwala ona
oceni¢ wartosé metod sekwencyjnych i wskazuje jak wiele jeszcze
Jest w tej dziedzinie do zrobienia.
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