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0. Wstep. Ostatnie lata rozwoju matematyki przynosity kolejne préby
uogdélnienia pojecia zbioru traktowanego jako narzedzia stuzacego do opisu
cech pewnych przedmiotéw. Zbidr jest bowiem podstawowym pojeciem teorii
mnogosci, a ta jest baza catej klasycznej matematyki opartej na standardo-
wym aparacie logiki dwuwarto$ciowej. W tradycyjnym ujeciu matematyki
przez zbiér A w pewnej przestrzeni rozwazan X rozumiemy obiekt postaci:

(1) A={(z,Ra(x)) : z € X},
gdzie N4 jest tzw. funkcjg charakterystyczna zbioru A. Zgodnie z tym uje-
ciem element z moze do zbioru A naleze¢ (N4(z) = 1) lub nie nalezeé

(X4a(z) = 0) i innej mozliwosci nie ma. Ten sposéb przedstawienia zbioru
zostal uogdlniony w roku 1965 przez L.A. Zadeha [36]. Uogdlnienie to po-
lega na dopuszczeniu mozliwosci nalezenia elementu do zbioru w pewnym
stopniu, poczawszy od wartosci 1 (catkowita przynalezno$é), az po wartosé
0 (catkowita nieprzynaleznoéé), poprzez wszystkie wartoéci posrednie mie-
dzy 011 oznaczajace czeéciowy przynaleznoéé do ubioru. Taki zbiér nazywa
sie zbiorem rozmytym. Formalnie, zbiorem rozmytym A w przestrzeni X
nazywamy obiekt postaci (np. [27]):

(2) A= {(z,pa(z)): 7 € X},

gdzie pa : X — (0,1) jest tzw. funkcja przynaleznoéci rozmytego zbioru A,
a liczba p4(z) € (0,1) oznacza stopied nalezenia elementu z do tego zbioru.

Zbidr rozmyty jest wiec opisany, gdy zdefiniowana jest jego funkcja przy-
naleznosci.
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Podejscie do teorii zbioréw rozmytych moze by¢ zatem podejsciem funk-
cyjnym. Termin ,,zbidr rozmyty” nie traktuje sie w tym miejscu jako for-
malny zbidr par postaci (2). W czedci prac dotyczacych tej teorii (np. [18],
[23]) utozsamia sie pojecia zbioru rozmytego i jego funkcji przynaleznosci.
W takim ujeciu termin ,zbiér rozmyty” jest zarezerwowany jako termin
dla specyficznej rodziny funkcji umozliwiajacych operacje na takich poje-
ciach, ktére w potocznym jezyku odpowiadaja zbiorom sformulowanym nie-
precyzyjnie badZ niejednoznacznie, a przeciez nader czesto funkcjonujacym
w Zyciu.

Dla przykladu rozwazmy w zbiorze X = (0,1000) traktowanym jako
przedzial mozliwej liczby lat osiaganych przez drzewa, zbiér A debdéw ,sta-
rych”. Funkcja przynaleZznosci tego zbioru moze byé nastepujaca:
0 . dla z < 15,

(z — 15)° '
100 1 (o — 1572 dla 15 < 2 < 100,
1 dla z > 100.
W mysél tej funkcji kazdy dab o wieku mlodszym niz 15 lat na pewno nie
jest ,stary”, dab 20-letni jest ,stary” w stopniu 0,2, a kazdy dab o wieku
powyzej 100 lat jest rzeczywiscie ,stary” (pa(z)=1).

Rodzine zbioréw rozmytych na X oznaczamy F'S(X).Dla A, B € FS(X)
okreslamy podstawowe relacje i dziatlania mnogosciowe jak dla zbioréw zwy-
ktych, a dla wygody czyni sie to w jezyku funkcji przynaleznosci tych zbio-
row. Mamy zatern:

palz) =

(3) ACB = pu(z) < pp(z),
(4) A=B o pu(z)=pp(z),
(5) paus(z) = palz) v pp(z),
(6) pans(z) = pa(z) A pp(2),
(7) par(z) =1- pa(z)

dla wszystkich @ € X. Symbole V i A oznaczaja, odpowiednio, operacje
maksimum i minimum z dwdch liczb rzeczywistych.

Teoria zbioréw rozmytych znajduje szerokie zastosowanie w najrézniej-
szych dziedzinach zycia, jak np. nauki przyrodnicze, w tym biologia i medy-
cyna, nauki spoleczne i ekonomiczne, nauki humanistyczne oraz techniczne.
Sa to zagadnienia obecnie niezwykle aktualne, a metody teorii zbioréw roz-
mytych znajduja zastosowania we wszystkich liczacych sie firmach, poczaw-
szy od tych, ktére produkuja aparaty fotograficzne i kamery video, przez
pralki i lodéwki, do statkéw kosmicznych. Nic wiec dziwnego, ze ciagle po-
dejmowane s3 préby jeszcze lepszego wykorzystania teorii zbioréw rozmy-
tych, jej rozwoju i udoskonalen oraz uogdlniei. Niniejszy artykul po§wiecony
Jest w giéwnej mierze teorii zbioréw dwoistorozmytych [5], ktére stanowia
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najnowsze uogdlnienie teorii zbioréw rozmytych Zadeha. Idea takich zbioréw
i dyskusja ich nazwy jest oméwiona w rozdziale 1, rozdzial 2 przedstawia
podstawowe definicje z dziedziny zbioréw dwoistorozmytych i wlasnosci tych
dziatan. Rozdzial 3, ostatni, przedstawia dyskusje innych uogdlnien zbioru
rozmytego, daje tez syntetyczny przeglad prac i artykutéw na temat zbioréw
dwoistorozmytych.

1. Idea zbioru dwoistorozmytego. Wsréd wielu prac po§wieconych
zbiorom rozmytym pojawiaja sie koncepcje uogdlniajace pojecie zbioru roz-
mytego. Jednym z takich uogdlnien jest idea K. Atanassova z roku 1983
zbioru dwoistorozmytego [2]. W swoich pracach K. Atanassov uZywa an-
gielskojezycznej nazwy ,intuitionistic fuzzy set”. W [5] uzasadnia propono-
wana nazwe ta przyczyna, ze w rodzinie tych nowych zbioréw nie jest praw-
dziwe prawo wylaczonego §rodka, podobnie jak to si¢ dzieje w matematyce
intnicjonistéw. Wydaje sie to jednak zbyt blahym powodem, by nazywaé
taki zbidr intuicjonistycznym, tym bardziej, ze dla zbioréw rozmytych Za-
deha takze nie jest to prawo stuszne (a przeciez Zadeh nie kojarzy zbioru
rozmytego z intuicjonizmem). Z drugiej strony nazwa ,intuitionistic fuzzy
set” zostata wczesniej uzyta w [35] i jest w pelni uzasadniona wprowadzona
tam intuicjonistyczna logika rozmyta. Dlatego w tym artykule sugerujemy
w miejsce intuitionistic fuzzy set” uzywac nazwy ,zbidr dwoistorozmyty”
(ta nazwa zostala zaproponowana i konsekwentnie uzywana w [30]). Idee
takiego zbioru ilustruje ponizszy przyklad.

Niech zbior X = {0,10,20,...,100} bedzie zbiorem procentowych czesci
pewnej kwoty pienieznej (dotacji kapitatu). Rozwazmy wziete z potocznego
jezyka wyrazenie ,sporo pieniedzy” i oznaczmy przez A zbidr procentowe]j
czescl pileniedzy majace] znaczenie ,sporo”. A jest oczywiscie zbiorem roz-
mytym w X, a jego funkcja przynaleznosci p 4 moze sie ksztattowad tak, jak
pokazuje to tabela 1:

Tabela 1
x |0 |10 |20 |30 |40 |50 |60 | 70 | 80 | 90 | 100
pa(z) 10,0 0,0 |02 |05 ]0,7 [08 1 [09 [06 |02 ]0,0

Funkcja ta jest przyjeta arbitralnie (istnieja jednak metody obiektyw-
nego okreélania funkcji przynalezno$ci — np. [17]), ale jej charakter raczej
prawidtowo odzwierciedla sens zwrotu ,sporo pieniedzy”: stopnie przyna-
leznosci stopniowo rosna od zera do jedynki dla z = 60, a potem maleja
do zera, z racji tego, ze im blizej 100-u lezy z, tym bardziej ,sporo” staje
sie ,,duza czescia pieniedzy”, az do osiagniecia poziomu ,wszystkich pienie-
dzy”. Odpowiednia funkcja nieprzynaleznoséci do zbioru ,sporo pieniedzy”
Jest, zgodnie z zadehowska definicja dopelnienia (wzér 7), opisana tabela 2:
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Tabela 2 '
z [0 ]10 |20 |30 |40 |50 |60 |70 |80 |90 |100
pa(z) |1 71 J08 |05 ]03]02 |00 [01 [04 |08 | 1

Rodzi sig¢ przy tym pytanie, czy funkcja pa(z) = 1 — pa(z) wlasciwie od-
daje sens zwrotu ,to nie jest sporo pieniedzy”. W potocznym rozumieniu
zwrot ,nieprawda, ze sporo pieniedzy” oznacza raczej ,mala cze$¢” (,nie-
wiele”), czego funkcja p g z tabeli 2 na pewno nie odzwierciedla. Funkcja
v przynaleznosci zbioru rozmytego ,niewiele pieniedzy” moglaby byé taka,
jak w tabeli 3:

Tabela 3
z |0 ]10 [20 |30 |40 |50 [60 |70 |80 |90 {100
va(z) [1 10,9 [0,7 04 0,2 [0, |00 [00 [00 [0,0 |00

Zatem zbidr A ,spora cze$¢ pieniedzy” jest pelniej opisany przez funkcje 114
ivamniz paipa =1—pa. Zawsze zachodzi jednak 0 < pa(x)+va(z) < 1.

Przyklad ten sugeruje sposéb rozszerzenia koncepcji zbioru rozmytego.
Oryginalny przyklad takiego uogdlnienia, tzn. przyktad zbioru dwoistoro-
zmytego, ktory nie jest zbiorem rozmytym w sensie Zadeha, podany jest
w [5].

2. Podstawowe definicje 1 twierdzenia. Niiej podajemy podsta-
wowe informacje dotyczace zbiordw dwoistorozmytych opierajac si¢ na pracy
K. Atanassova [3].

DEeFrINICIA 1. Dwoistorozmytym zbiorem A w przestrzeni X nazywamy
zbidr obiektéw postaci

(s2) A= {(5,04(2),va(2)) s 2 € X},
gdzie funkcje pa,v4 : X — (0,1) sa takie, ze
(b) 0 < ale) + vale) < 1

i okreslaja, odpowiednio, stopiefi przynalezenia i nieprzynalezenia elementu
z do dwoistorozmytego zbioru A.

Rodzine zbioréw dwoistorozmytych na przestrzeni X oznaczaé bedziemy
przez BFS(X). (K. Atanassov w swoich pracach z oczywistego wzgledu
uzywa symbolu I FS5(X)).

Zbiér rozmyty L w sensie Zadeha o funkcji przynalezno$ci ug jest zapi-
sywany w symbolice zbioréw dwoistorozmytych jako

(9) L={(z,pr(z),1-pr(z)): 2 € X},
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a zwykly nierozmyty zbiér K jako
(10) K ={(z,Rg(z),1 = Vg(z)):z € X}.
W szczegdlnosci, przyjmujemy ponadto:

DEFINICIA 2. Dwoistorozmyty zbiér § = {(z,0,1): z € X} nazywamy
pustym, a dwoistorozmyty zbiér U = {(z,1,0): 2 € X} nazywamy pelnym.
Dla zbioréw dwoistorozmytych okreéla sie podobne relacje i dzialania jak

w rodzinie F'S(X). Niech wiec A, B € BFS(X).

DEFINICIA 3. Mdwimy, ze A C B, gdy dla wszystkich z € Xpa(z) <
pp(z)iva(z)>vp(e). Gdy ACBiB CA,to A= B.

DEFINICIA 4. Sume AUB zbioréw A i B nazywamy taki dwoistorozmyty
zbiér AU B = {(z,paupB(e),vaup(z)) 2 € X}, ze
(11) pavB(z) = pa(x)Vpp(z) 1 vaup(z) = va(z) Ave(z).
Przekrojem A N B zbioréw A i1 B nazywamy taki dwoistorozmyty zbidr
ANB = {(z,panB(z),vanp(z) 2 € X}, ze
(‘12) panB(z) = pa(z)App(z) 1 vans(z) =rva(z)Vre(z).
Dopelnieniem A’ zbioru A nazywamy taki zbidr A’ = {(z,pa (), va(z)):
T € X}, e
(13) palz) =va(e) 1 va(e)=pa(e).
Oprdcz operacji mnogoéciowych definiuje sie w BFS(X ) takZe tzw. operacje
algebraiczne.

DEFINICIA 5. Suma algebraiczna A + B zbioréw A i B nazywamy taki
dwoistorozmyty zbiér A + B = {(z, patrB(2),var8(z)) 2 € X}, ze
(14) pars(z) = pa(e) + pp(e) — pa(z) - pp(z) i

va+s(z) = va(z) - vp(z).
lloczynem algebraicznym A o B zbioréw A i B nazywamy zbiér Ao B =
{(z,pta08(2), vaop(z)) : z € X} taki, ze
(15) taop(z) = pa(e) pple) i
vaop(z) = va(z) + vp(z) —va(z) - ve(z).

Przyklady innych operacji mozna znalezé w [3], [5], [9].

DEFINICIA 6. Zbiory A, B € BFS(X) nazywamy rozlacznymi, gdy
AN B = { w sensie definicji 2.

TWIERDZENIE 1. Operacje U i N sq lgczne, przemienne, wzajemnie roz-
dzielne, idempotentne i spetniajg prawa de Morgana.

TWIERDZENIE 2. Operacje + i o sq tgczne, przemienne i spetniajg prawa
de Morgana.
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TWIERDZENIE 3. Dla dowolnych A, B,C € BFS(X) zachodzg
(16) (AUB)oC =(AoC)U(Bo(),
(17) (ANB)oC'=(AoC)N(Bo ().

TWIERDZENIE 4. Jesli A € BFS(X),0 jest pustym zbiorem dwoistoro-
zmytym, U oznacza dwoistorozmyty zbidr pelny, to

(18) A+0=4, A+U=U,
(19) Ao =10, AoclU = A.

Bardziej ogdlnie mamy

TWIERDZENIE 5. Kazda z rodzin (BFS(X),+) i (BFS(X),0) jest pét-
grupg przemienng z zerem, jedynkq i skracaniem.

TWIERDZENIE 6. Kazdg z rodzin (BFS(X),U) oraz (BFS(X),N) jest
polgrupg przemienng, idempotening, z zerem, jedynkq i skracaniem.

Dowody tych twierdzen wynikaja z wprowadzonych definicji i wlasnosci
operacji maximum-minimum dla liczb z przedziatu (0, 1).

Z wprowadzonego w rozdziale 1 przykladu zbioru dwoistorozmytego
mozna zauwazy(, ze w klasie BFS(X) nie sa prawdziwe

(20) ANA'=0 i AuA' =T

w myS§l definicji 2.

3. Inne uoglnienia. Omdwione w tym artykule pojecie zbioru dwoisto-
rozmytego nie jest, jak wspomnieli§my na poczatku, jedynym uogdlnieniem
zbioru rozmytego Zadeha (zobacz tez [26]). Juz w roku 1968 J.A. Goguen
wprowadzil pojecie L-zbioru rozmytego [23] jako funkcje p : X — L, gdzie
L oznacza dowolna krate. Byla to pierwsza praca, w ktérej wyraZnie przez
zbiér rozmyty rozumiano funkcje przynaleznosci. W roku 1971 J.G. Brown
wysung! koncepcje B-rozmytego zbioru [16] jako funkcje p : X — B z do-
wolng algebra Boole’a B. Szczegdlny przypadek tego podejscia wykorzystali
w [1] R. Antoniewicz i W. Ostasiewicz przyjmujac jako B iloczyn prosty
dwuargumentowe] algebry Boole’a {0,1}". Nastepnie pojawily sie koncep-
cje zbioru rozmytego typu n [28] i rozmytych zbioréw przedziatowych [24],
[37]. W roku 1977 K. Hirota wprowadzil pojecie zbioru probabilistycznego
[25] taczac teorig zbioréw rozmytych z probabilistyka. Przez zbiér probabi-
listyczny rozumial on funkcje g+ X X 2 — (0,1}, gdzie X jest dowolnym
zbiorem, ({2, B, P) jest przestrzenia probabilistyczna, a sama funkcja u jest
B-mierzalna. W roku 1981 Z. Pawlak zaproponowal pojecie zbioru przyblizo-
nego [32], [33] (ang. “rough set”) jako pary dwéch zbioréw zwyklych zwanych
nizszym i wyzszym przyblizeniem takiego zbioru. W 1983 roku D. Dubois i
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H. Prade wprowadzili pojecie rozmytego zbioru dwusktadowego (ang. “two-
fold fuzzy set”) [19] jako pare zbioréw zwyklych powstalych, z jednej strony,
z przekonania o oczywistosci nalezenia elementéw przestrzeni do takiego
zbioru, a z drugiej strony z dopuszczenia mozliwoéci ich nalezenia. Koncep-
cje zbioru rozmytego typu ,rough” i typu ,twofold” konfrontuje praca [20].
Mianowicie zbidr ,,rough” odpowiada idei zbioru, ktérego elementy sa dobrze
okreslone, ale ktére trudno scharakteryzowaé w ocenie posiadania przez nie
pewnego atrybutu. Zbidér rozmyty ,twofold” zwiazany jest ze zbiorem tych
obiektéw, ktdre sa dobrze scharakteryzowane w relacji posiadania pewnej
cechy, ale nieprecyzyjnie okreslone w relacji nalezenia do zbioru.

Na tym tle koncepcja K. Atanassova zbioru dwoistorozmytego jawi sie
jako kolejne uogdlnienie idei Zadeha, uogdélnienie oparte na specjalnej dwo-
istorozmytej logice [14], [15]. Koncepcja ta jest w dodatku stosunkowo pro-
sta w budowie i zastosowaniu [3], [31] i ma pewne uzasadnienie w teorii
oczywistosci Shafera [34]. Chronologicznie biorac, pojecie zbioru dwoistoro-
zmytego zostalo wprowadzone w [2] w 1983 roku przez K. Atanassova oraz
przedstawione przez S. Stoeve [3] w Poznaniu w pazdzierniku 1983 roku.
Pierwsza praca o wigkszym zasiggu byla praca [5] publikowana w 1986 roku
w Fuzzy Sets and Systems. W kolejnosci ukazywaly sie artykuly poswiecone
relacjom dwoistorozmytym [4], problematyce L-zbioréw dwoistorozmytych
[6] i programowaniu [7], [13]. W pracy [21] po raz pierwszy zwrécono uwage
na problem zaleznoéci zbioréw dwoistorozmytych i stopnia tej zaleznosci, a
w [29] zawarte zostaly pewne sugestie dotyczace mierzenia ich rozmytoéci i
ostro$ci. W [8] K. Atanassov i G. Gargov opisali dwoistorozmyte zbiory prze-
dzialowe, a w [9] pojawily sie dodatkowe operacje na zbiorach dwoistorozmy-
tych. W [22] ukazala si¢ dyskretna koncepcja prawdopodobienstwa na takich
zdarzeniach. Mniej znane prace K. Atanassova i jego wspétpracownikéw dru-
kowane sg jako informacje instytutu Mikrosysteméw w Sofii [10-13]. Cala
serie artykuldw o zbiorach dwoistorozmytych przedstawia zeszyt pokonfe-
rencyjny [31]. Problem mierzenia takich zbioréw entropowo, energetycznie,
korelacyjnie i probabilistycznie w przypadku ogdlnym omawia praca [30].
Najnowsze wysitki K. Atanassova zmierzaja w kierunku podbudowania teo-
rii zbioréw dwoistorozmytych specyficzna logika dwoistorozmyta [14], [15].
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Summary

The article presents the new concept of a fuzzy set, namely bifuzzy set. In original

papers [2]-{15] it is used the name ,intuitionistic fuzzy set” but it is not really adequate.
We describe the idea of such a set and basic definitions and theorems of bifuzzy set theory.
At last we present some other concepts describing fuzzy objects and give a rich literature
to them. '
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