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0. W stęp. Ostatnie lata rozwoju matematyki przynosiły kolejne próby 
uogólnienia pojęcia zbioru traktowanego jako narzędzia służącego do opisu 
cech pewnych przedmiotów. Zbiór jest bowiem podstawowym pojęciem teorii 
mnogości, a ta jest bazą całej klasycznej matematyki opartej na standardo-
wym aparacie logiki dwuwartościowej. W  tradycyjnym ujęciu matematyki 
przez zbiór A w pewnej przestrzeni rozważań X  rozumiemy obiekt postaci:

(1) A = { ( x ,HA(x)) : x <E X } ,

gdzie Ha  jest tzw. funkcją charakterystyczną zbioru A. Zgodnie z tym uję-
ciem element x może do zbioru A należeć (Ha (x ) =  1) lub nie należeć 

=  0) i innej możliwości nie ma. Ten sposób przedstawienia zbioru 
został uogólniony w roku 1965 przez L.A. Zadeha [36]. Uogólnienie to po-
lega na dopuszczeniu możliwości należenia elementu do zbioru w pewnym 
stopniu, począwszy od wartości 1 (całkowita przynależność), aż po wartość 
0 (całkowita nieprzynależność), poprzez wszystkie wartości pośrednie mię-
dzy 0 i 1 oznaczające częściową przynależność do ubioru. Taki zbiór nazywa 
się zbiorem rozmytym. Formalnie, zbiorem rozmytym A w przestrzeni X  
nazywamy obiekt postaci (np. [27]):

(2) A =  {(x,/.iA(x ) ) :  x £ X } ,

gdzie r a  : X  —> (0,1) jest tzw. funkcją przynależności rozmytego zbioru A , 
a liczba r a {x ) € (0,1) oznacza stopień należenia elementu x do tego zbioru.

Zbiór rozmyty jest więc opisany, gdy zdefiniowana jest jego funkcja przy-
należności.
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Podejście do teorii zbiorów rozmytych może być zatem podejściem funk-
cyjnym. Termin „zbiór rozmyty” nie traktuje się w tym miejscu jako for-
malny zbiór par postaci (2). W części prac dotyczących tej teorii (np. [18], 
[23]) utożsamia się pojęcia zbioru rozmytego i jego funkcji przynależności. 
W  takim ujęciu termin „zbiór rozmyty” jest zarezerwowany jako termin 
dla specyficznej rodziny funkcji umożliwiających operacje na takich poję-
ciach, które w potocznym języku odpowiadają zbiorom sformułowanym nie-
precyzyjnie bądź niejednoznacznie, a przecież nader często funkcjonującym 
w życiu.

Dla przykładu rozważmy w zbiorze X  =  (0,1000) traktowanym jako 
przedział możliwej liczby lat osiąganych przez drzewa, zbiór A dębów „sta-
rych” . Funkcja przynależności tego zbioru może być następująca:

(0 dla x < 15,

100 + ( r - W  d I a l5 < ^ 100’

1 dla x > 100.
W  myśl tej funkcji każdy dąb o wieku młodszym niż 15 lat na pewno nie 
jest „stary” , dąb 20-letni jest „stary” w stopniu 0,2, a każdy dąb o wieku 
powyżej 100 lat jest rzeczywiście „stary” =  1).

Rodzinę zbiorów rozmytych na X  oznaczamy FS( X) .  Dla A, B £ F S ( X )  
określamy podstawowe relacje i działania mnogościowe jak dla zbiorów zwy-
kłych, a dla wygody czyni się to w języku funkcji przynależności tych zbio-
rów. Mamy zatem:
(3 ) A c  B ^  H a { % )  < V b { x ) ,

(4 ) A =  B *-+ h a { x ) =  I^b ( x ) ,

(5 ) V a u b { x ) =  H a { x )  V f l B ( x ) ,

(6 ) ^ a h b ( x )  =  H a ( x )  a  f l B ( x ) ,

(7 ) V a < { x ) =  1 -  H a ( x )

dla wszystkich x 6  X.  Symbole V i A oznaczają, odpowiednio, operacje 
maksimum i minimum z dwóch liczb rzeczywistych.

Teoria zbiorów rozmytych znajduje szerokie zastosowanie w najróżniej-
szych dziedzinach życia, jak np. nauki przyrodnicze, w tym biologia i medy-
cyna, nauki społeczne i ekonomiczne, nauki humanistyczne oraz techniczne. 
Są to zagadnienia obecnie niezwykle aktualne, a metody teorii zbiorów roz-
mytych znajdują zastosowania we wszystkich liczących się firmach, począw-
szy od tych, które produkują aparaty fotograficzne i kamery video, przez 
pralki i lodówki, do statków kosmicznych. Nic więc dziwnego, że ciągle po-
dejmowane są próby jeszcze lepszego wykorzystania teorii zbiorów rozmy-
tych, jej rozwoju i udoskonaleń oraz uogólnień. Niniejszy artykuł poświęcony 
jest w głównej mierze teorii zbiorów dwoistorozmytych [5], które stanowią
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najnowsze uogólnienie teorii zbiorów rozmytych Zadeha. Idea takich zbiorów 
i dyskusja ich nazwy jest omówiona w rozdziale 1, rozdział 2 przedstawia 
podstawowe definicje z dziedziny zbiorów dwoistorozmytych i własności tych 
działań. Rozdział 3, ostatni, przedstawia dyskusję innych uogólnień zbioru 
rozmytego, daje też syntetyczny przegląd prac i artykułów na temat zbiorów 
dwoistorozmytych.

1. Idea zbioru dwoistorozmytego. Wśród wielu prac poświęconych 
zbiorom rozmytym pojawiają się koncepcje uogólniające pojęcie zbioru roz-
mytego. Jednym z takich uogólnień jest idea K. Atanassova z roku 1983 
zbioru dwoistorozmytego [2]. W  swoich pracach K. Atanassov używa an-
gielskojęzycznej nazwy „intuitionistic fuzzy set” . W [5] uzasadnia propono-
waną nazwę tą przyczyną, że w rodzinie tych nowych zbiorów nie jest praw-
dziwe prawo wyłączonego środka, podobnie jak to się dzieje w matematyce 
intuicjonistów. Wydaje się to jednak zbyt błahym powodem, by nazywać 
taki zbiór intuicjonistycznym, tym bardziej, że dla zbiorów rozmytych Za-
deha także nie jest to prawo słuszne (a przecież Zadeh nie kojarzy zbioru 
rozmytego z intuicjonizmem). Z drugiej strony nazwa „intuitionistic fuzzy 
set” została wcześniej użyta w [35] i jest w pełni uzasadniona wprowadzoną 
tam intuicjonistyczną logiką rozmytą. Dlatego w tym artykule sugerujemy 
w miejsce „intuitionistic fuzzy set” używać nazwy „zbiór dwoistorozmyty” 
(ta nazwa została zaproponowana i konsekwentnie używana w [30]). Ideę 
takiego zbioru ilustruje poniższ.y przykład.

Niech zbiór X  =  {0 ,1 0 ,2 0 ,.. .,  100} będzie zbiorem procentowych części 
pewnej kwoty pieniężnej (dotacji kapitału). Rozważmy wzięte z potocznego 
języka wyrażenie „sporo pieniędzy” i oznaczmy przez A zbiór procentowej 
części pieniędzy mającej znaczenie „sporo” . A jest oczywiście zbiorem roz-
mytym w X , a jego funkcja przynależności n a  może się kształtować tak, jak 
pokazuje to tabela 1:

Tabela 1
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

ILa ( x ) 0,0 0,0 0,2 0,5 0,7 0,8 1 0,9 0,6 0,2 0,0

Funkcja ta jest przyjęta arbitralnie (istnieją jednak metody obiektyw-
nego określania funkcji przynależności — np. [17]), ale jej charakter raczej 
prawidłowo odzwierciedla sens zwrotu „sporo pieniędzy” : stopnie przyna-
leżności stopniowo rosną od zera do jedynki dla x =  60, a potem maleją 
do zera, z racji tego, że im bliżej 100-u leży x, tym bardziej „sporo” staje 
się „dużą częścią pieniędzy” , aż do osiągnięcia poziomu „wszystkich pienię-
dzy” . Odpowiednia funkcja nieprzynależności do zbioru „sporo pieniędzy” 
jest, zgodnie z zadehowską definicją dopełnienia (wzór 7), opisana tabelą 2:
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Tabela 2
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

flA' ix ) 1 1 0,8 0,5 0,3 0,2 0,0 0,1 0,4 0,8 1

Rodzi się przy tym pytanie, czy funkcja (1a ' (x ) — 1 — fia (x ) właściwie od-
daje sens zwrotu „to nie jest sporo pieniędzy” . W potocznym rozumieniu 
zwrot „nieprawda, że sporo pieniędzy” oznacza raczej „małą część” („nie-
wiele” ), czego funkcja /i a ' z tabeli 2 na pewno nie odzwierciedla. Funkcja 
u A przynależności zbioru rozmytego „niewiele pieniędzy” mogłaby być taka, 
jak w tabeli 3:

Tabela 3
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

VA(X) 1 0,9 0,7 0,4 0,2 0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Zatem zbiór A „spora część pieniędzy” jest pełniej opisany przez funkcje fia  
i u a  niż l l a i Ha 1 =  1 — Ha - Zawsze zachodzi jednak 0 < i i a {x ) +  v a { x ) < 1- 

Przykład ten sugeruje sposób rozszerzenia koncepcji zbioru rozmytego. 
Oryginalny przykład takiego uogólnienia, tzn. przykład zbioru dwoistoro- 
zmytego, który nie jest zbiorem rozmytym w sensie Zadeha, podany jest 
w [5].

2. Podstawowe definicje i twierdzenia. Niżej podajemy podsta-
wowe informacje dotyczące zbiorów dwoistorozmytych opierając się na pracy 
K. Atanassova [3].

D e f i n i c j a  1. Dwoistorozmytym zbiorem A w przestrzeni X  nazywamy 
zbiór obiektów postaci

(8a) A = { ( x , f iA(x),t/A(x ) ) :  x e  X } ,

gdzie funkcje ^a ,^a  ’ X  —> (0,1) są takie, że 

(8b) 0 < h a (x ) +  v a (x ) < 1

i określają, odpowiednio, stopień przynależenia i nieprzynależenia elementu 
x do dwoistorozmytego zbioru A.

Rodzinę zbiorów dwoistorozmytych na przestrzeni X  oznaczać będziemy 
przez B F S { X ) .  (K. Atanassov w swoich pracach z oczywistego względu 
używa symbolu I F S ( X ) ) .

Zbiór rozmyty L w sensie Zadeha o funkcji przynależności jest zapi-
sywany w symbolice zbiorów dwoistorozmytych jako

(9) L -  { ( z , / /L( z ) , l  -  /iL(x))  : x e  X } ,
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a zwykły nierozmyty zbiór K  jako

(10) K  =  {(x ,K x (x ), 1 -  XK (x)) - x e X } .

W szczególności, przyjmujemy ponadto:

D e f i n i c j a  2. Dwoistorozmyty zbiór 0 =  { ( z , 0,1)': x £ X }  nazywamy 
pustym, a dwoistorozmyty zbiór U =  {(z , 1, 0) : x £ X }  nazywamy pełnym.

Dla zbiorów dwoistorozmytych określa się podobne relacje i działania jak 
w rodzinie FS( X) .  Niech więc A , B  £ BFS( X) .

D e f i n i c j a  3. Mówimy, że A C B,  gdy dla wszystkich x £ X p A{x)  < 
Hb {x ) i v a (x ) > v b (x ). Gdy A C B i B C A,  to A = B.

D e f i n i c j a  4. Sumę Al)B zbiorów A i B nazywamy taki dwoistorozmyty 
zbiór A U B =  { ( x , ^ u s (^ )^ a u b (*)) : x £ X } ,  że
(11) /x a u b (x ) =  Ha (x ) V v b (x ) i v a u b (x ) = vA(x) f\vB(x).

Przekrojem A fi B zbiorów A i B nazywamy taki dwoistorozmyty zbiór 
A n B =  { { x , f iAnB{x) ,vAnB{x)  : x £ X } ,  że

(12) Ha c \b (x ) = fj.A (x ) A Pb (x ) i v a h b (x ) =  vA ( x ) V  vB (x).

Dopełnieniem A' zbioru A nazywamy taki zbiór A' =  { (x,  f.iA'{x),PA'(x)) : 
x £ X } ,  że

(13) Ma '(^ ) =  ^a (^) i ^A'(a‘ ) =  Ma (®)-
Oprócz operacji mnogościowych definiuje się w B F S ( X )  także tzw. operacje 
algebraiczne.

D e f i n i c j a  5. Sumą, algebraiczną A +  B zbiorów A i B nazywamy taki 
dwoistorozmyty zbiór A +  B =  {(x , h a +b (x ), v A+b (x )) : x £ X } ,  że

(14) h a +b (x ) =  pA(x)  +  p B{x) -  Ha {x ) • i ib (x ) i 
v a + b ( x ) =  vA(x)  • vB{x).

Iloczynem algebraicznym A o B zbiorów A i B nazywamy zbiór A o B =  
{ ( x ,IXAo b ( x ) , v Ao b ( x )) : x £ X }  taki, że

(15) Va o b (x ) =  Va (x ) ■ /xB{x)  i
v a o b ( x ) =  uA{x)  +  uB(x) -  vA(x) ■ UB(x).

Przykłady innych operacji można znaleźć w [3], [5], [9].

D e f i n i c j a  6 . Zbiory A , B  £  B F S { X ) nazywamy rozłącznymi, gdy 
A n B =  0 w sensie definicji 2.

T w i e r d z e n i e  1. Operacje U i fi są łączne, przemienne, wzajemnie roz-
dzielne, idempotentne i spełniają prawa de Morgana.

T w i e r d z e n i e  2 . Operacje +  i o są łączne, przemienne i spełniają prawa 
de Morgana.
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T w i e r d z e n i e  3. Dla dowolnych A , B , C  € B F S ( X ) zachodzą

(16) (A  U B) o C =  (A o C) U (B o C ),
(17) ( A n B ) o C  = ( A o C ) n ( B o  C ).

T w i e r d z e n i e  4 . Jeśli A  6  BFS{X) , fy jest pustym zbiorem dwoistoro- 
zmytym , U oznacza dwoistorozmyty zbiór pełny, to

(18) A +  0 = A, A + U = U ,
(19) A o 0 =  0, A o U = A.

Bardziej ogólnie mamy

T w i e r d z e n i e  5. Każda z rodzin (B F S ( X ) , + ) i (B F S ( X ) , o ) jest pół- 
grupą przemienną z zerem , jedynką i skracaniem.

T w i e r d z e n i e  6 . Każdą z rodzin ( B F S ( X ) , U ) ora.? ( BFS( X) ,  D ) jest 
półgrupą przemienną, idempotentną, z zerem , jedynką i skracaniem.

Dowody tych twierdzeń wynikają z wprowadzonych definicji i własności 
operacji maximum-minimum dla liczb z przedziału (0,1).

Z wprowadzonego w rozdziale 1 przykładu zbioru dwoistorozmytego 
można zauważyć, że w klasie B F S ( X ) nie są prawdziwe

(20) A f l A '  =  0 i A U A' = U 

w myśl definicji 2.

3. Inne uoglnienia. Omówione w tym artykule pojęcie zbioru dwoisto-
rozmytego nie jest, jak wspomnieliśmy na początku, jedynym uogólnieniem 
zbioru rozmytego Zadeha (zobacz też [26]). Już w roku 1968 J.A. Goguen 
wprowadził pojęcie X-zbioru rozmytego [23] jako funkcję p, : X  -»  L, gdzie 
L oznacza dowolną kratę. Była to pierwsza praca, w której wyraźnie przez 
zbiór rozmyty rozumiano funkcję przynależności. W roku 1971 J.G. Brown 
wysunął koncepcję H-rozmytego zbioru [16] jako funkcję p : X  —> B z do-
wolną algebrą Boole’a B. Szczególny przypadek tego podejścia wykorzystali 
w [1] R. Antoniewicz i W. Ostasiewicz przyjmując jako B  iloczyn prosty 
dwuargumentowej algebry Boole’a {0, l } n. Następnie pojawiły się koncep-
cje zbioru rozmytego typu n [28] i rozmytych zbiorów przedziałowych [24], 
[37]. W  roku 1977 K. Hirota wprowadził pojęcie zbioru probabilistycznego 
[25] łącząc teorię zbiorów rozmytych z probabilistyką. Przez zbiór probabi-
listyczny rozumiał on funkcję p : X  X FI -+ (0,1), gdzie X  jest dowolnym 
zbiorem, (12, H, P)  jest przestrzenią probabilistyczną, a sama funkcja p jest 
H-mierzalna. W roku 1981 Z. Pawlak zaproponował pojęcie zbioru przybliżo-
nego [32], [33] (ang. “rough set” ) jako pary dwóch zbiorów zwykłych zwanych 
niższym i wyższym przybliżeniem takiego zbioru. W 1983 roku D. Dubois i
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H. Prade wprowadzili pojęcie rozmytego zbioru dwuskładowego (ang. “two-
fold fuzzy set” ) [19] jako parę zbiorów zwykłych powstałych, z jednej strony, 
z przekonania o oczywistości należenia elementów przestrzeni do takiego 
zbioru, a z drugiej strony z dopuszczenia możliwości ich należenia. Koncep-
cje zbioru rozmytego typu „rough” i typu „twofold” konfrontuje praca [20]. 
Mianowicie zbiór „rough” odpowiada idei zbioru, którego elementy są dobrze 
określone, ale które trudno scharakteryzować w ocenie posiadania przez nie 
pewnego atrybutu. Zbiór rozmyty „twofold” związany jest ze zbiorem tych 
obiektów, które są dobrze scharakteryzowane w relacji posiadania pewnej 
cechy, ale nieprecyzyjnie określone w relacji należenia do zbioru.

Na tym tle koncepcja K. Atanassova zbioru dwoistorozmytego jawi się 
jako kolejne uogólnienie idei Zadeha, uogólnienie oparte na specjalnej dwo- 
istorozmytej logice [14], [15]. Koncepcja ta jest w dodatku stosunkowo pro-
sta w budowie i zastosowaniu [3], [31] i ma pewne uzasadnienie w teorii 
oczywistości Sha.fera [34]. Chronologicznie biorąc, pojęcie zbioru dwoistoro-
zmytego zostało wprowadzone w [2] w 1983 roku przez K. Atanassova oraz 
przedstawione przez S. Stoevę [3] w Poznaniu w październiku 1983 roku. 
Pierwszą pracą o większym zasięgu była praca [5] publikowana w 1986 roku 
w Fuzzy Sets and Systems. W kolejności ukazywały się artykuły poświęcone 
relacjom dwoistorozmytym [4], problematyce F-zbiorów dwoistorozmytych 
[6] i programowaniu [7], [13]. W  pracy [21] po raz pierwszy zwrócono uwagę 
na problem zależności zbiorów dwoistorozmytych i stopnia tej zależności, a 
w [29] zawarte zostały pewne sugestie dotyczące mierzenia ich rozmytości i 
ostrości. W  [8] K. Atanassov i G. Gargov opisali dwoistorozmyte zbiory prze-
działowe, a w [9] pojawiły się dodatkowe operacje na zbiorach dwoistorozmy-
tych. W [22] ukazała się dyskretna koncepcja prawdopodobieństwa na takich 
zdarzeniach. Mniej znane prace K. Atanassova i jego współpracowników dru-
kowane są jako informacje instytutu Mikrosystemów w Sofii [10-13]. Całą 
serię artykułów o zbiorach dwoistorozmytych przedstawia zeszyt pokonfe- 
rencyjny [31]. Problem mierzenia takich zbiorów entropowo, energetycznie, 
korelacyjnie i probabilistycznie w przypadku ogólnym omawia praca [30]. 
Najnowsze wysiłki K. Atanassova zmierzają w kierunku podbudowania teo-
rii zbiorów dwoistorozmytych specyficzną logiką dwoistorozmytą [14], [15].

Oznaczenia pomocnicze:

BUSEFAL —  Bulletin pour les Sous Ensembles Flous et Leurs Applications 
FSS —  Fuzzy Sets and Systems, an International Journal 

IM-MFAIS —  Institute For Microsystems, Mathematical Foundations of Artificial Intelli-
gence, Sofia, Bulgaria
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Summary

The article presents the new concept of a fuzzy set, namely bifuzzy set. In original 
papers [2]-[15] it is used the name „intuitionistic fuzzy set” but it is not really adequate. 
We describe the idea of such a set and basic definitions and theorems of bifuzzy set theory. 
At last we present some other concepts describing fuzzy objects and give a rich literature 
to them.
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