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1
1. WSTEP

1.1. Intencjg tej pracy jest przedstawienie zwartego
przegladu teorii rekurencyjnej estymacji gestosci rozkiadu
prawdopodobiefistwa. Rozwazane tu ujecie estymacji gestosci
prawdopodobienistwa ma charakter ujecia nieparametrycznego.
Ninie jszy przeglad nie roéci sobie pretensji do kompletnoéci,
chodzi w nim raczej o danie intuicyjnego wglgdu we wlasnoéci
rekurencyjnych metod estymacji i tym sposobem, zorientowany
Jest raczej na pédkreélenie praktycznego znaczenia tych me-
tod.

Metody rekurencyjne stanowig naturalny pierwowzér metod
ogblnie jszych -~ sekwencyjnych, W poréwnaniu z sumaryczng
iloécigq literatury poswieconej estymacji gestoéci prawdopodo-
biefistwa, jej czeéé posdwiecona teorii sekwencyjnej jest zni=-

koma i wiele probleméw tej teorii pozostaje dotgad otwartych.

[27]



28 J+KORONACKI, W.WERTZ

Autorzy tego przegladu majg nadzieje uzupeinié go w bliskiej
przyszlosci cmedcig drugg, dotyczacg wiasnoéci metod sekwen-
cyjuych (patrz Carroll [6] , Deheuvels [13], Farrell [21],
Srivastava [48 ] i ostatnio Stute [52] oraz Wertz [66]).

Wyczerpujgecy przeglad teorii i metod nieparametrycznej
‘estymacji gestosci prawdopodobiefistwa, szczegbélowo omawiajgcy
wyniki opublikowane do roku 1977 i obejmujgcy metody tu nie-
rozwazane (bo nlerekurencyjne ), podal Wertz [ 64]. Bibliogra-
fia przedmiotu, do roku 1977, zebrana zostala przez Wertza
i B.Schneider [ 441,

Poniewaz artykui ten adresowany jest do czytelnika pol-
skiego, warto przynajmniej wymienié nazwiska tych specjalis-
téw krajowych, z ktérych prac tu wprawdzie nie korzystamy,
ale ktérzy od lat zajmujg sie problematyksa nieparametrycznej
estymacji gestos$ci (oraz pokrewng, np. estymacjg funkcji re-
gresji i zastosowaniami tych klas estymatoréw). I tak, bada-
niem (m.in.) podstawowych probleméw zbieznoéci zajmuja sie
W.Greblicki i jego wspéilpracownicy, zwlaszcza A.Krzyzak
i M,Pawlak, Poréwnaniami réznych typéw estymatoréw, zwlasz-
cza opartymi na wynikach numerycznych, zajmuje sie grupa
M.Krzyéki, przede wszystkim P.,Stolarski.

Niniejszy artykui jest w istocie zmodyfikowans wersjg
pracy Wertza [66 ].

W rozdziale drugim przedyskutowane sg podstawowe wiasnoé-
ci asymptotyczne - zgodno$é, asymptotyczna nieobcigzonosé
i asymptotyczna wariancja -~ najbardziej typowych estymatoréw
rekurencyjnych. Nacisk jest tu poiozony na uzyskanie wspomnia-

nych rezultatéw przy mozliwie najslabszych zalozZeniach,
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zwlaszcza o0 szacowanej gestodci. Ze wzgledu na mozliwodé
pé%niejszych poréwnan estymatoréw rekurencyjnych z nierekuren-
cyjnymi, czeéé rozdzialu posdwigcona jest tym ostatnim, Pierw-
sze paragrafy rozdzialu 2 majg charakter wprowadzajgcy - po-
jecie estymatora rekurencyjnego pojawia si¢ w paragrafie 2.4,

Rozdzial trzeci podwiecony jest analizie predkodci zbiez-
nodci Sredniokwadratowej réznych typbéw estymatorédw. W rozdzia-
le czwartym rozwazone sg prawa iterowanego logarytmi, w roz-
dziale pigtym oméwiony jest problem asymptotycznej normalnos$-
ci. Wszystkie te rozwazania prowadzi sig¢ przy mocniejszych za-
lozeniach od tych, jakie wystarczalo przyjaé w rozdziale 2;

w rozdziatach tych systematycznie stosujemy dwa rézne zbiory
zatozen,

W celu uproszczenia zapisu ograniczymy sig¢ giéwnie do roz-
wazania przypadku obserwacji jednowymiarowych, chociaz wiegk-
8z08¢ wynikéw mozna by uogélnié na przypadek wielowymiarowy.
AZeby wyniki uczynié bardziej przejrzystymi, oddzielnie
bedziemy rozwazaé wielkoéci wariancji i obcigzenia estymato-
réw (p.np. paragrafy 3.k, 3.5 i 3.6).

W rozdziatach 2 - 5 nacisk polozony jest na lokalne wilas-
noéci estymatoréw (przez wilasnoéci lokalne rozumiemy wlasnodci
ostymatoréw w ustalonym punkcie jego okreélonoéci). W rozdzia-
le széstym zamieszczone sg pewne informacje o badaniu global-
nych wiasnoéci estymatoréw gestodci, mianowicie o badaniu ich
zbieznodci jednostajnej i (przede wszystkim) o badaniu asympt-
totycznych wiasnoéci éredniego scalkowanego biedu kwadratowego.

Chcge uczynié nasz przeglgd bardziej przejrzystym, zdecy-

dowalidmy sig¢ na stosunkowo "drobny" podzial kolejnych roz-
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dzialéw. Twierdzenia, lematy, wnioski i uwagi nie sg w rezul-
tacie oddzielnie numerowane; odwoiujgc sig¢ do nich opatrujemy

je numerami paragraféw, w ktérych sie znajdujg.

1.2. W dalszym ciggu bedziemy stosowaé nastepujgce ozna-

czenia:
R(N) zbiér liczb rzeczywistych ( naturalnych),
Rr, re N, r-wymiarowa przestrzen euklidesowa (R1 bedzie-

my tez oznaczaé symbolem R),

1 funkcja charakterystyczna zbioru,
I leo istotny kres gérny funkcji,
f gestoéé rozkladu prawdopodobienstwa,

£ (e pochodna (druga pochodna) funkcji f,
Ef(Vf) wartodé oczekiwana (wariancja) obliczana przy

gestodci [,
P

—_— zbiezno4é wedlug prawdopodobierstwa,
N(g,&z) rozkiad normalny o parametrach ¢, 62,
§ dystrybuanta rozkiadu N(0,1),

A n,Pn,... miary produktowe.

1.3+ Niech bedzie dana przestrzen statystyczna (X, ,5>),
przy czym X jest przestrzenig R = R1 lub Rr(1 <rew)i X Jjest
odpowiednim G-cialem borelowskim, i niech dla kazdej miary
probabilistycznej P¢ P istnieje gestosé f wzgledem miary
Lebesgue’a A na {(x, L ). Niech € oznacza zmienng losowg
okreélong na pewnej przestrzeni probabilistyczne] (8, # P
o wartofciach w X i rozkiadzie Pg & ; tzn.iP[(oeSB:g(u)) € Al=

P(A) = fdA dla kazdego zbioru Ae X . Niech dalej Eyrvees
A
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Enreee beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
kladzie co zmienna losowa §{ . Przyjmijmy jeszcze nastepujace
ozraczenia: §n i = (§1,..., gn), X, oznacza realizacje ( war-
to4é) zmiennej losowej gn’ = (x1,...,xn) - realizacje
wektora g“. Niech wreszcie J oznacza rodzine gestosci odpo-
wiada jagcych rodzinie rozkiadéw &+ 0 rodzinach tych zaktladanty,
2e nie dajg si¢ sparametryzowaé parametrem skoficzenie wymiaro-
wym (F moze byé na przyklad rodzing wszystkich gestodci oigg-
iych lub rodzing gestodci dwukrotnie rézniczkowalnych i ogra-
niczonych).

Nasze zadanie polega na szacowaniu nieznanej gestodci
fe 7 na podstawie zaobserwowanej wartos$ci préby losowej, x2,
Przy ustalonym rozmiarze n préby loSoweJ, estymatorem ges-
todci f nazywamy kazds mierzalna funkcje fn: x"x X —> R,
Oczywidcie, na estymator fn nakiadamy zwykle jakie$ dodatko-
we ograniczenia, na przyklad aby nalezal do pewnej przestrzeni
funkcyjnej.

Problem estymacji, w szczegbélnodci wigc problem " jakosdci"
estymatora, sformuiujemy w jezyku teorii decyzji, opierajgc
Sig¢ na kwadratowej funkcji straty. Za funkcje straty przyjmie-
my mianowicie funkcje L(%n,f) = J[fn (gn,x) -f(x)]zdﬁ(x)y

X
gdzie p jest stosownie wybrang miarg na (X, ). Ryzyko
przyjmie zatem postaé R(fn,f) = Efi[fn (gn,x )-f(x)]zdrh(x).
W szczegélnoéci, ryzyko estymatora gn gestodci f, gdy miara
r skoncentrowana jest w punkcie x (i ma mase réwng 1),przyj-
muje postaé biedu $redniokwadratowego (BSK) estymatora fn

W tym punkcie
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(1.1) BSK(x) ¢ = BSK = Ef[fn (§n;x) -f(x)]z.

BSK daje lokalng miare jako$ci estymatora. Odpowiednio, przy
p = A, ryzyko réwna sie¢ $redniemu scatkowanemu bledowi kwadra~

towemu (SSBK) i stanowi globalng miare jakoéci estymatora:

(1.2) SSBK = E, Sf( £ (g%x) - £(x)]?3dA (x) =

= 5 j [%n(xn;x) - f(x)]sz (xyapP? (=™,
" x
X

Latwo zauwazyé, Ze przy stosownych zalozeniach dodatkowych

(1.3)  R(E_,8) = B J[f_ (£™5x) - f(x)]zdrx(x) =

[B[f, (£%x) - B f_ (g“;x)]zdr. (x)+
+JBgE, (675x) - £(x)]%ap o).

W szczegblnosci, w przypadku BSK (1.1), réwnoéé (1.3) zacho-
dzi bez zadnych zalozeih dodatkowych, Réwnoéé (1.3) pokazuje,
Ze - przy ewentualnych warunkach dodatkowych - ryzyko dla kwa-
dratowej funkcji straty daje sie rozbié na dwie calki wzgledem
miary ﬁ:' funkcja podcalkowa pierwszej calki réwna jest w
punkcie wariancji fonk(gn;x) estymatora fn, natomiast
funkcja podcalkowa drugiej calki réwna jest w punkcie x kwa-

dratowi obcigzenia, [B(fn(grﬂx),f(xjﬂz, estymatora %n'
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Kofczac ten punkt wypada podkredlié, ze problem estymacji
moze byé sformulowany w sposdéb znacznie ogélnieJszy niz to
zostato uczynione wyzej; p. [29], [30]. Odnotujmy tez na mar-
ginesie, Ze niektére z rozwazanych nizej zagadnier mozna uo-
géinié na przypadek zmiennych losowych Bireeer Eprees O tej
samej ( nieznanej) gestoéci, ale nie niezaleznych; p. [ 64 ]

oraz paragraf 6.2.

l;ﬁ. Zanim prze jdziemy do oméwienia estymatoréw rekuren-
cyjnych, przytoczymy jeszcze dwa wazne fakty ogélne, dotyczg-
ce klasy wszystkich estymatoréw gestodci (opartych na prébie
n-elementowe j g n) .

Méwimy, 2ze estymator En jest nieobcigZzony w klasie J
gestodci f okreslonych na prostej R, jezeli dla kazdego

xeR i kazdej gestosci feF
A n
Eof, (£ 3%) = £(x).

Bickel i Lehmann [ 3] wykazali, ze jezeli J Jjest wypukig ro-
dzing gestoéci (tzn. jezeli f i g nalezg do J , to dla
kazdego ac [0,1] gestodé af + (1 - a)ge F) =zawierajacg

gestoéci podwéjnie wykladnicze,
= exp(~c|x]) c>0
2 ? ?
to w klasie tej nie istnieje nieobcigZzony estymator gestodci.

Stwierdzenie to wyklucza zatem istnienie estymatoréw nieob-

cigZonych w dostatecznie bogatych klasach F . Zarazem nie
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wyklucza oczywidcie istnienia estymatoréw asymptotycznie nie-

ohcigZzonych, tzn. takich, zZe

lim Effn (gn;x) = f(x) dla kazdego x ¢ R.
n-»o
( Twierdzenie Bickela-Lehmanna mozna wzmocnié, jedli ograni-
czyé sie do estymatoréw jadrowych, rozwazanych w nastepnych
rozdziatach; p.[70].)

Po drugie, okazuje sie¢, Ze dla dostatecznie bogatych ro-
dzin gestoéci F nie istniejg estymatory jednostajnie (ze
wzgledu na te rodzing) zgodne. Z twierdzenia podanego przez
Farrella [21] wynika mianowicie, ze jezeli J jest rodzing
gestodci f na prostej R, rézniczkowalnych w sposéb ciggly
i takich, Ze sup f(x)<o dla pewnej ustalonej liczby o> 3,

x€ R
to dla kazdego estymatora fn spelniona jest nieréwnosé

sup Ef[fn(gn;o) - f(O)]2; 1/16.
feJF
Twierdzenie Farrella nie wyklucza istnienia estymatoréw zgod-
mych, Podaje natomiast ograniczenie dolne na maksymalne
(w klasie F mozliwych gestoéci) ryzyko estymatoréw opartych

na prébie losowej o ustalonej licznoéci.

2. ESTYMATORY REKURENCYJNE, WLASNOSCI PODSTAWOWE

2.1, Joedng z najpopularniejszych metod estymacji krzywych
gestobéci jest konstrukcja tzw. estymatoréw jagdrowych., Estyma~-
tory jadrowe wprowadzil Rosenblatt [ 37]. Idea konstrukcji ta~-

kich estymatoréw podjeta zostala przez Parzena [33] i odtgd
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poéwigcono jej bardzo wiele prac (p. [641,[44]),
Podstawg tej idei jest oparcie konstrukcJji estymatora
niezmanej gegstodci f (okreélonej na prostej) na ilorazie

réznicowym dystrybuanty empirycznej:
A n n n
£ (x3x) = [Fn(x X+ bn) - Fn(x X - bn)]/2bn ,

gdzie Fn oznacza dystrybuantg¢ empiryczng nieznanego rozktia-

du,

Fn(xn;x) =

o=

n
17:1 L, x](®2)0

a bn Jest wspélczynnikiem dodatnim. Estymator %n moZemy

zapisaé w postaci réwnowaznej

£ (x%x) = e -
falxsx) = ?b n [j;]'(-m,x+bn](xi)- g,l(-oo,x-bxll (xi)]=

R (xp=2 7 K(x-xi)
= _ = ,
2bnn iz = bn,x+bn] i n f— bn bn

gdzie K(t) = 31p_, 4y(t).

Naturalne jest zatem okreélenie estymatora ogélniejsze]

postaci
n X=X
(2. £ n’ —-1- -—1 i
1) fn(x")'an K| ,
n n

gdzie K : R—> R jest funkcja mierzalng i taksg, Ze
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(2.2) JK(t)dt = 1 oraz Jtr(t)dt = o,
cigg (bn) spelnia za$ warunki

®:3) bo mbaso man, se.
( Sens dwéch pierwszych warunkéw (2.3) jest oczywisty, nato-
miast sens wymagania, aby cigg (bn) nie dgzyi do zera zbyt
szybko, wyjaéni sie nizZej.) Estymatory opisanego typu noszg
nazwe estymatoréw jadrowych. Estymator (2.1 ) bedziemy odtad
nazywaé estymatorem Rosemblatta-Parzena (ERP), funkecje K
bedziemy nazywaé jadrem 4 wspélczynnik b, - szerokodcig pas-
ma. Bedziemy tez odtad zawsze zakladaéd, ze jadro K jest
nieujemne. Zauwazmy, 2Ze przy przyjetych zalozeniach funkcja

X f— fn(x1,...,xn;x) jest sama, dla kazdego zbioru obser-
wacji xn, gestoécia prawdopodobienstwa. Zauwazmy tez, Ze
wlasnoéci tej funkcji dotyczgce jej regularnoéci (np. réznicz
kowalnoéé, calkowalnodé w kwadracie), sg niejako powtérzeniem

wlasnoéci jadra K.

2.2, Estymatory (2.1) mozna latwo uogélnié na przypadek

zmiennych losowych r-wymiarowych. Mozna na przykiad przyjaé

(p-(51)

x-xi )
’

n
A 1 1
(2.“) fn(x1,...,xn;x)=ﬁ E -;—- K( n

r
i=1 'n
gdzie K : RF—— R i warunki (2.3) zastgpione sg nastepujg-

cymi :
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(2.5) b >0, lim b = 0, 1im nbfl =00,
n- oo n—>oo

Ogélniejszq definicje zaproponowala Vaduva [54]., Niech miano-

wicile x; = (xé'{...,xiro, x = (x(1),...,x(r)),

(1)

bn = (bn ’...’bn(r)) oraz

(2'6) b (J)> 0’ lim ”b “ = O’ 1im nb (1) ess b (r) = QO .,
n n n n
n-w h-o

A
Estymator fn okreélamy wéwczas nastepujaco:

Il
(2.7) ¢ n(XyseeerX ix) =% év;( bn(r))-1x
(O__ (D (r)_. (T)
xK(x Xi = g eeey f—-——xl_).
n n

Estymatory jadrowe gestoéci okresélonych na ogélniejszych prze-~
strzeniach préb (grupach topologicznych, przestrzeniach jedno-

rodnych itd.) opisane sg np. w[9], [63] i [65].

2:3. Inny rodzaj uogélnienn dotyczy samej postaci estyma-
tora, bez wzgledu na to, czy okreélony Jest na prostej, czy
na przestrzeni R'. Niech (Kn) bedzie ciggiem funkcji mierzal-
nych (okre$lonych na R 1lub R'). Przy réznych zalozeniach
Watson i Leadbetter [60], [ 61], Vaduva [56] i inni autorzy ba-
dali estymator o postaci

n

(2.8) fn(x1,...-l!nix) =':_] E Kn(x-xi).
i=1
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Sens czynionych zalozeXi sprowadzal sie do tego, by zapewnié

ciggowi (Kn) wlasnodé bycia "jednostkg aproksymacyjna", tzn.

by

(2.9) lim [K (x=y)¢ (y)dy = ¥ (x)

n-co
dla kazdej dostatecznie gladkiej funkcji ¥ . ( Watson i Lead-
better [59], Hadimov [28], Mirzahmedov i HaSimov [32] badali
estymator (2.8) metodami analizy fourierowskiej.) Whittle [67
Foldes i Révész [23], Fldes {22], Walter i Blum [58] oraz
Susarla i Walter [53] zaproponowali jeszcze ogélniejsza klase

estymatoréw:
n
A 1
(2.10) fn(xi,...,xn;x) =5 2;; Kn(x,xi) ’

gdzie (Kn) Jest ciggiem funkcji mierzalnych (okreslonych na
R® 1ub R2r); zasadnicza wlasnoécig funkcji K, powinno byé

spelnianie zwigzku analogicznego do (2.9),

(2.9  1im [K (x,¥)¥(y)dy =¥ (x)

n-so
dla kazdej dostatecznie gtadkiej funkcji ¢ . ( Ze wzgledu na
wiasnodci (2.9) i (2.9°) niektérzy autorzy nazywaja estymatory
typu (2.8) 1 (2,10) estymatorami z ciggami deltowymi; ang.
delta - sequence estimators.) Okazuje sig, Ze wiele rodzajéw
estymatoréw gestoéci - np. estymatory (2.1), (2.4) i (2.7),

estymatory oparte na rozwinigciach ortogonalnych, histogramy,
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niektére estymatory oparte na interpolowaniu funkeji - to
szczegblne przypadki estymatora typu (2.10);

Dla celéw teorii estymacji rekurencyjnej przydatna jest
nastgpujgca ogdélna definicja estymatora gegstosdci, zaproponowa-

na przez Deheuvelsa [15]:\

n
(2.11) fn(x1,-..,xn;x) = Z Kn,k(x,xk),
k=1

gdzie mierzalne funkcje Kn spelniajg warunki analogiczne

K
do warunku (2,9°).

2.4, Ciag (fn) estymatoréw o postaci (2.11) nazywamy re~
kurencyjnym (lub krécej, ale niezbyt poprawnie,' fn nazywamy
estymatorem rekurencyjnym), jezeli dla kazdego mne N, kazde-

g0 x oraz kazdego ciggu =x obserwacji

A A
Lop1 (Rpreeerx  ,ix) = Rn(fn(x1,...,xn;x),xn+1,x ),

gdzie Rn sg funkcjami mierzalnymi, okres$lonymi na przestrze-
ni o stosownym wymiarze.
Podana ogélna definicja estymatoréw rekurencyjnych nalezy

do Deheuvelsa [16]. Deheuvels udowodnil takze nastepujgce

twierdzenie

TWIERDZENIE [16]. Niech fn bedzie estymatorem rekuren-
cyjnym o postaci (2.11), funkcje ur—— Rn(u,xn+‘,x)

iy+— K, k(Xs¥) niech beda rézniczkowalne, przy
’
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czym druga z nich nie jest stalg. Wéwcezas estymator

A
fn mozna przedstawié w postaci

A n
fn(x1 ’ -‘-;xnix) = cn(x)ng‘lt(x’xk) ’

gdzie cn(x) sg pewnymi statymi (zaleznymi od x )

i Kz sg Jjgdrami mierzalnymi.

2.5, W dalszym ciggu pracy bedziemy rozwaz2aé w gléwnej

mierze nastepujace typy estymatoréw jadrowych ( przy zalozeniu

X = R):

(i) ERP (2.1);

(ii) estymator Deheuvelsa, w skrécie ED, o postaci

(2.12) f*n(x“..,,xn;x) = [ibin(bi)]-1 iﬂ(bk) K(-x—b;-‘-),

i=1 k=1

gdzie H jest pewna ustalong funkcjg dodatnig, K
jest jadrem, a(bn) jest ciggiem wspélczynnikéw dodat-
nich;

(iii) estymator zaproponowany przez Wolvertona i Wagnera
[68] oraz niezaleznie przez Yamato [69], w skrécie
EWWY, '

A 1 & X%
(2.13) T (xppeeerxin)=g ) ElK( B ) ;
k=1 K
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(iv) inny estymator Deheuvelsa, przedstawiony w [13], w

skrécie ED*,

(2.14) én(x1,...,xn;x) :[ ) bJ-1 K(x;xk) .

Estymator (i) nie jest oczywiécie estymatorem rekuren-
cyjnym i rozwazany bedzie ie wzgledu na mozliwoéé jego pordw-
naxi z estymatorami rekurencyjnymi., Estymatory (iii) i (iv)
sg szczegdlnymi przypadkami estymatora ( il ), powstajacymi
przez podstawienie odpowiednio H(b) = 1/b i H = 1, Jak to
zobaczymy dalej, pewne wlasnoéci kazdego z estymatordéw (iii)
i (iv) sg asymptotycznie optymalne. Z kolei estymator (ii)

Jest szczegbélnym przypadkiem ponizszego

A - -152 ¥ (x,
(2.15) fn(x1,...,xn;x) = [iL_i bi'H(bi)] 11§|H(bk)K(x: b:k)!

bedgcego szczegélnym przypadkiem estymatora (2.11). Estymator
typu (2.15) badany byl w [13 ] przy zalozeniu, 2ze funkcja
y —> K(x,y) jest dla kazdego x gestodcig prawdopodobien-

stwa,

ELQL W nastepnych paragrafach tego rozdzialu wykazZemy
zgodnoéé (w tym lub innym sensie) i asymptotyczng nieobcigzo-
noéé oraz obliczymy wartoéci asymptotycznych wariancji wymie-
nionych wyzej estymatoréw Jjagdrowych., Wszystkie te rozwazania
bedZiemy prowadzié przy mozliwie lagodnych zalozeniach o nie-

znanej ge¢stoéci f (i jadrze K). Podstawowe znaczenie zgod-
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nosci estymatordéw jest oczywiste. Asymptotyczna nieobcigZo-
noéé jest réwniez istotna, zwlaszcza w $wietle twierdzenia
Bickela~Lehmanna (p.punkt 1.4). Obliczenie asymptotyczmych
wariancji da nam pierwsza mozliwoéé pordéwnania réznych esty-
matordéw.

W rozdziale 3 rozwazymy, juz przy mocniejszych zalozZeniack
predkoéé malenia bledu Sredniokwadratowego, BSK, Zgodnie z
réwnodcig (1.3) predkodé ta wyznaczona jest przez predkoéé ma-
lenia wariancji oraz obcigzZenia estymatora w punkcie x. Oka-
Zuje sie¢, ze, przy ustalonym jadrze K, wybér duzej szerokos-
ci pasma daje mals wariancje, ale jednoczednie powigksza ob=
cigzenie. Na przyklad, w przypadku ERP (2,1) z jadrem speinia-
jacym warunek (2.2), w szczegbélnosci zatem w przypadku ilora-

zu réznicowego dystrybuanty empirycznej, otrzymuje sie

fo‘n (gn;x) = 0(—-1—') oraz B(f‘n (En;x),f(x)) =o(bn

Jezeli gestodé f : R —> R jest rézniczkowalna i Il £’ ] <oo.
Intuicyjnie, mozna oczekiwaé, Ze mala wariancja oznacza
uzyskanie oszacowaih nieznanej gestodci nadmiernie wygltadzo-
nych, duza zaé - nadmiernie oscylacyjnych, Pewne écisle i bar-
dzo proste potwierdzenie tej intuicji daje odpowiednjie prawo

iterowanego logarytmu; p., § 4.5.

2,7, W dalszym ciggu tego rozdziaiu bardzo istotng role¢
bedzie peinié podany nizej lemat, ktéry poprzedzimy jeszcze

stosownymi definicjami.
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DEFINICJA, Punkt xe¢ R" jest punktem Lebesgue’a funkcji

f : RP—s R, jezeli

1im 3%35'jlf(x+y) - f(x)ldy = 0,
A(S)=—>0 s
Sed

gdzie 9 jest rodzing kul otwartych w R° o érodkach

W Zerze.

Na mocy twierdzenia o warto$ci $redniej, jezeli f jest

ciggla w punkcie x, to punkt ten jest punktem Lebesgue’a,

’

Dobrze znany jest takze fakt ogélniejszy, a mianowicie, ze je=

zeli f Jest funkcjg calkowalna, to prawie kazdy punkt prze-

strzeni R® jest jej punktem Lebesgue’a (p.np. [49]).

(1)

(2)

(3)

(kW)

DEFINICJA. Niech bedsg dane dwie funkcje catkowalne

f,R : R"—> R, Bedziemy méwili, ze w punkcie xe¢ R za-
chodzi warunek [Dx ], jezeli speiniony Jjest jeden z
ponizszych warunkéw:

funkecja f Jjest prawie wszedzie ograniczona, x jest
punktem Lebesgue’a funkcji f;

funkcja K ma zwarty noénik, x Jjest punktem
Lebesgue’a funkcji F;

1im ¢ I¥E(t) = 0, funkcja f Jjest ciaggla w
It il=eo

punkcie x;

F -1

J uw'"'L(u)du <00, =x jest punktem lebesgue’a funkcji T,
0

przy czym L{u) := sup [K(x)| ;
[xll > u
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(5) flf(y)dy( ©, x jest punktem Lebesgue’a funkcji f,
r
X -
przy czym L (y) := sup |K(x)|.
Ixll 20y il
Odnotujmy, ze zwigzek ”lﬁm It I¥ K(t) = 0 wystepujacy
tlj»o0

w warunku (3 ) réwnowazny jest nastepujgcemu

lim urL(u) =
u—

[=0]
ktéry z kolei jest nieco slabszy od zadania j u'TL(u)< oo,

wystepujacego w warunku (4), 0

LEMAT ([331, [17],[181). Niech bedzie spelniony warunek [Dx:
iKil, < c©, niech (b)) bedzie ciagiem liczb dodatnicl

lim bn = 0, Wéwczas
n- o

lin b_%, i‘” K("—;i—)? (8)dg = fcx)jk(y)dy .

D o w é d. Udowodnimy prawdziwoéé lematu tylko przy wa=-
runkach (1) i (2 ). Przy zatozeniu warunku (3 ) dowéd lematu
podal Parzen [33] . Przy zalozeniu warunku (5) lemat zostal
udowodniony przez Steina [49] (p.rozdz.IIX. 2, odpowiednia
czeéé twierdzenia 2 ). Prawdziwo$é lematu przy zalozeniu (4 )
jost wnioskiem z twierdzenia Steina (por. [18] ).

Zauwazmry, 2Ze

F(Z)dE - F(x) _[ R(y)ay =

W16) —-
(21)bi£r

r
n
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= ._1j ﬁ(ﬁ)[f‘(x-y) - f(x)]dy .
RI‘

Dalej, oznaczajgc S(x,y )= {y: lly=-xll< 6"} R tatwo zauwa=

zyé, Ze dla kazdego ustalonego dso

. 4
(2.17) .[ | T ({x-y) - f‘(x)lb;r’K(-B—)ldy =
Tyl <an n
- 1R - reolbTIR(E2R) s,
s (x, an n (bn
Ale

A(s(x, b)) = A (s(0, b)) = b:;}«(S(O,J))

i zapisujgc catke (2.17) w postaci réwnowaznej, otrzymujemy

7 A(s(0,d)) x-z
[2(z) - £(x) ] 2 | ® ldz <
S(x, db ) AUS(x, &b ( bn)

| f(z) - F(x)l
A (S(x, ¢ b))

<IKlleg * A{s(0,6)) dz- o,

S(x, d'bn)

€dy n =0, jesli tylke x Jest punktem Lebesgue’a. Wobec

réwnoséci (2.16) pozostaje wykazaé, Ze calka

. | #(x-y) - Bl TIR(GE) lay

n::
Iyli's &b, n
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moze byé uczyniona dowolnie mals przez wybér liczby (f dosta-
tecznie duzej.
(1) ”f”oo < O , Wéwczas

N

IL<(IEl, «I2x0) ) I'kwlay
fiyllsd
i catkg I mozna uczynié dowolnie matg.
(2) Jezeli funkcja K ma zwarty noénik, np. K(t) = O dla
llt" 2> JO’ to wystarcza wziaé J; dvo, aby otrzymaé

In=O-D

Korzystajgc nizej z podanego lematu, bedziemy zawsze przyj-
mowaé, zZe K Jjest albo jagdrem K, albo kwadratem jadra,
K = K2, oraz ze f = f. Z punktu widzenia naszych zastosowan

za najciekawsze nalezy zatem uznaé warunki (2),(4) 1 (5), w

nich bowiem nie zaklada sig¢ nic o nieznanej gestodci f.

Uwaga. 0d tej chwili, dla wiekszej przejrzystosci,
bedziemy rozwazaé jedynie przypadek jednowymiarowy, r = 1.

Podamy teraz prosty wniosek z podanego lematu.

WNIOSEK. Niech & bedzie zmienng losowg o gesto$ci f, K =~
gestoécig istotnie ograniczona i niech dla funkcji
f=rf i K =K zachodzi warunek [Dx]. Niech b

bedzie ciggiem liczb dodatnich, 1lim b = 0. Wéwczas
n—o

lim B, -:-J—- K(—"—"—Es-) = £(x)
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oraz
1 g(x=5_ = 2
1im bnvf[b K( = ) ] = f(x)jK (y)dy.
n -»co n n

2.8, Zastosujmy teraz wniosek 2.7 do ERP, EWWY, ED oraz

ED .

TWIERDZENIE ([66]). Niech K bedzie gestodcia, | K| <00,

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

niech warunek [Dx] zachodzi dla funkeji f i K oraz
niech cigg (bn) spelnia zwigzki (2.3). Wéwczas

(i) Dla ERP, danego wzorem (2.1), mamy

limEf (51’000, gn’x)-f(x)
n->co

oraz

lim nb * V f (§13000, g ’x) f(x)SK (Y)dY-
n—»o
(ii) Dla ED, danego wzorem (2.12), prawdziwy jest

zwigzek (2,18) oraz jezeli ponadto granica

x:lbn
lim 2bH(b)=d,, o¢a < oo,

n-co [Eb H(b ) ]2 k=1

i=1

istnieje, to

A 2
Lim nb_* VoE | (Egreees Epix) = O£ K (3)dy.
n—o
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(1ii) Dla EWWY, danego wzérem (2.13), prawdziwy jest

zwigzek (2.18) oraz jesli ponmadto granica

n
(2.22) 1im (b /m) J b-'=o, O<oL<oo,
n-co k=1

istnieje, to prawdziwy jest takze zwigzek (2.21).
(iv) Dla ED*, danego wzorem (2.14), prawdziwy jest
zwigzek (2.18) oraz jeéli ponadto granica

n -1
(2.23) 1maob_( ) b, ) =&, 0<A <00,
ntim i

istnieje, to prawdziwy jest takze zwigzek (2.21).
(Oczywidcie zwiazki (2.22) i (2.23) sa szczegdlnymi przy-
padkami zwigzku (2.20)).
Szkic dowodu, W przypadku ERP dowéd jest try-

wialny - wystarcza zauwazyé, ze wéwczas

A 1 x- g
Bt (8%x)= By 5L K(5 1)
n n

oraz

W pozostalych przypadkach dowéd sprowadza si¢ za kazdym razem

do skorzystania z lematu Toeplitza (p.np. [31]). W przypadku

ERP i EWWY, w celu wykazania zwigzku (2.18) wystarcza zamiast
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warunku nb . -y 0O zaloZyé lim bn = 0. (Dowodzgc prawdziwodci
n->oo

zwigzku (2,18) w przypadku ED i ED*, warunek nb —>C0 mozZna
by zastgpié innymi, zalozZenie jednak tego wiaénie warunku jest
najbardziej naturalne.)l]

Przy znacznie ostrzejszych zaloZzeniach teza (i) udowodnio-
na zostata przez Parzena [33], teza (iii) - przez Yamato [69],

tezy (ii) i (iv) natomiast - przez Deheuvelsa [15].

Uwa g a., Czesto przyjmuje sige szerokoéé pasma
b =y n , ¥y > 0, 0¢< f> < 1; przy takiej szeroko$ci pasma
o= 1/(1+ f») w przypadku (iii) oraz & = 1 -~ w przypadku

(iv)., Zauwazmy tez, Ze na mocy nieréwnoéci Schwartza
dhoo2 .
2o mE(n,)

i=1

[i;biH(bi) ]2

(L) <
i=1

i stad funkcja H = 1 daje najmniejszg wariancj¢ asymptotycz-
ng w klasie wszystkich estymatoréw Deheuvelsa (2.12). W rezul-
tacie wariancje badanych estymatoréw speilniajg asymptotycznie

nastepujgce nieréwnosci:
V(iv) ¢ v (iii) <€ V(1) oraz V(iv) € V(ii).

Banon [1 ] skonstruowat (stosunkowo skomplikowany ) estymator

Tekurencyjny o wariancji asymptotycznej mniejszej od wariancji
X

ED” (2.14), (Jak to juz zaznaczalidmy, dalej zajmowaé sig be-

dziemy badaniem BSK, uwzgledniajgcego takZe wielko&é obcigZenia.)



50

J.KORONACKI, W.WERTZ

2.9, Przejdziemy teraz do problemu punktowej zgodnodci es-

tymatoréw jadrowych, Poniewaz w rozdziale 4 podamy dokiadng

predkoéé zbieznosdci (twierdzenie 4.1), formuiujgc ponizsze

twierdzenie o zgodnoséci , ograniczymy sig dla uproszczenia

do przypadku EWWY.

TWIERDZENIE ([17]). Niech X bedzie gestodcia, I[Kl <0,

(2.24)

niech warunek [Dx] zachodzi dla funkcji f i K oraz
niech cigg (b, ) spelnia zwigzki (2.3). Niech f‘n ozna-
cza EWWY. Wéwczas

[A ix ) = £ )]2 — 0
Ef fn(§1,ono, gn,x - x
i stad

%n (§1,oo., gn;x) -—P'-)f(x)o

Jezeli ponadto

nbn
1im —————————— = OO,
n-> 00 log log n
to

p[ lim f‘n (§1,0¢-’§n;x)= f(x)]=1o
n—-»><o

Uwaga (p. [17]). Dla dredniokwadratowej zgodnodci

EWWY wystarcza zamiast warunku nbn —> O przyjaé warunek
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stabszy n-zif:bz1———#~0 (por. podany nizej dowéd twierdzenia);
- i=1

w przypadku mocnej zgodnodci EWWY warunek (2.24) mozna zastg-

pié innym, mianowicie

o
(2.25) ) . n"% '<coo

n=1 n
(zaden z warunkéw (2.24) i (2.25) nie implikuje drugiego).
Dowéd twierdzendia. Oczywidcie
Ef[gn (gn;x) - f(x)]2 =
= vff‘n (8™x)+ [Eff‘n (g“;x) - rx)]? .

Drugi ze skladnikéw prawej strony powyzszej réwnosci dazy do
zera na mocy twierdzenia 2.8 (warunek nbn —CO MOZna przy
tym zastgpié siabszym, b, —> 0; p. szkic dowodu tego twier-
dzenia ) , Dalej, stosujac nieréwnosé Czebyszewa i oznaczajgc
1 (x-gi

n, = =— K
i bi bi

) , otrzymujemy

(2.26) p[|f_(£%x) - B L, (", x)|>€]<

sqaBel, (8% ) - B A (570)]

-z ) o) -

is1



52 J .KORONACKI, W.WERTZ

1 1 2 2 1 I, 2
= =53 L (Benf - [Bpn T°) < c2.2 i}é—%Ef'?i .

Ale

= E—l— i, Eop; .

Poniewaz EfQi-——» £(x), wiec istnieje taka stala skoficzona

c, 2e dla kazdego i

,Ef"Zi‘ € o

Zatem, wracajgo do (2.26),

1 i 2 1 -1
E 1 olkl_ Y
£ 2n2 i=1 frzi 3 2n2 > i=1 i

IN

i na mocy zalozZenia (p. uwaga wyzej) prawa strona tej nieréw~
no$ci dazy do zera, co dowodzi zgodnoéci $redniokwadratowej
i stabej.

Dowéd mocne] zgodnodci przy warunku dodatkowym (2.24)
Jest nieco zlozony i opiera si¢ na nieréwnodci Bemnnetta [2]
(oraz oczywidcie na lemacie 2.7). Dowéd ten bardzo sie uprasz-
cza, gdy zalozyé warunek dodatkowy (2.25). Zauwazmy mianowi-

A
cie, ze poniewaz E.f (gn;x )—> f£(x), w celu wykazania
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punktowej mocnej zgodnoéci EWWY, wystarczy wykazaé, iz

£ (E%x) - Bf (g%x) =4 iz;(?i - Ep) —>0 pun.

Ale, przy zalozeniu (2,25) fakt ten wynika natychmiast z moc-
nego prawa wielkich liczb Kolmogorowa (p.np. [8], str. 121,

[31], str 253).0

2.10. Przy identycznych zalozeniach o funkcjach £ i K
oraz przy odpowiednich zalozeniach o ciggu (bn) mozna wykazaé
slabg i mocng zgodno$é punktowsg ERP ( 2.1) i ED*(2.14)(p.,
odpowiednio, [18] i [17]). Stabg zgodnoéé ERP uzyskuje sig

przy zatozeniu (2.3), moong - przy zalozeniu dodatkowym

®
(2.27) }__,exp(-ocnbn)< o] dla kazdego oL > O.
n=1

o
Mocna zgodno$é punktowa ED* zachodzi przy warunku E::bn =00,
n=1

Uwa g a . Przy zalozeniu dodatkowym

nb

(2.28) 1im = 00,

—t
log n
mocniejszym (w ogélnodci) od zalozenia (2,27), oraz pod wa~-
runkiem f(x) > O, mocna zgodnoéé punktowa ERP jest prostym
wvnioskiem z lematu Teichera, stanowigcego pewns wersje mocne-
80 prawa wielkich liczb dla tablic zmiennych losowych wierszo=-

wo niezaleznych ([54], twierdzenie 1; w mianowniku wzoru (1)
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tego twierdzenia pominigety jest czynnik 1log n).
(Warunki (2.,27) i (2.28) sg oczywidcie réwnowazne, Jezeli

-p
szerokosé pasma b = fn ", >0, 0< P<t, n=1,2,...)

2.11. Oméwione wyzej twierdzenia o zgodnodci estymatoréw
jadrowych ma jg charakter lokalny - dotyczgq zgodnoéci punkto-
wej. Podamy teraz twierdzenie o zgodnodéci w normie przestrzeni
funkecji calkowalnych, L1 (inne istniejgqce rezultaty dotyczgce
"globalnej zgodnoéci" estymatoréw jadrowych wymienimy w roz-
dziale 6). Ponizsze twierdzenie jest natychmiastowym wnioskiem
z lematu Glicka [24], bedacego uogélnieniem twierdzenia
Scheffégo o zbieznodci [40] i orzekajgcego, ze jezeli esty-
mator §n(xn,°) jest gestodcig i jest funkcja mierzalng swo-
ich argumentéw XyseoasX sX, to z jego zgodnodci punktowej
( stabej lub mocnej) dla prawie wszystkich x wynika zgodnosé

( odpowiednio staba lub mocna ) w normie przestrzeni L1.

TWIERDZENIE ([17], [18]). Niech K bedzie gestoécig,
| K o ¢ €, niech warunek {Dx] zachodzi dla funkeji
f 1 K w prawie wszystkich punktach xe.R(1) oraz
niech cigg (bn) bedzie dodatni i b —> 0. Wéwczas

z wlasnoéci
A
P
£, (E%x) = £(x)

wynika wlasno#é

1
( ) Przypomni jmy, Ze wobec calkowalnodci f prawie wszys-

tkie punkty xe R sg punktami Lebesgue’a tej funkcji.
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flf‘n(gn;x)- £f(x)| ax L,0

oraz z wilasnofci

P[ 1im f_(£%x)=f(x)]=1

n— o
wynika

[ 1im [|f (§%x)- f(xlax =0]=1,

gdzie f‘n oznacza dowolny z estymatoréw (2.1), (2.12),
(2.13), (2.14).

Uwaga . Zastosowanie do globalnej oceny estymatora
gestodci funkcji straty okreslonej metryks przestrzeni L1
jest pomyslem bardzo naturalnym: jezeli mianowicie P i Q sa
miarami probabilistycznymi ( na prostej), funkcje f i g sa

zaé ich gestoéciami (wzgledem miary Lebesgue’a), to
su IP(A) Q(A)l-lflf(X)- ( |la
p - =3 &(x) ldx,
A

gdzie kres gérny brany jest po wszystkich zbiorach borelow-

skich A, Mocng zgodnoié w metryce L1 mozemy zatem zinterpre-

towaé w nastepujacy sposéb: jezeli Pf oznacza prawdziwy roz-

kiad prawdopodobiefistwa zmiennych losowych .§1, 52""' nato-

miast P a oznacza estymator rozkiadu Pf,

£, (875)
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Jod n
P, n (A= [ff (E75x)dx,
£o(5 0 A
to
P [1im sup|P, n  (A) - Pf(A)l =0] =
n-so A fn(g ;o)

2.12. Estymator rekurencyjny oparty na rozwinigciach orto=-

gonalnych. Estymacja gestodci oparta na rozwinigeciach ortogo-
nalnych funkcji zostala zaproponowana przez éencova {71]. Rut-
kowski [39] zaproponowal pewna rekurencyjng wersjg tego typu
estymatoréw., Niech f¢& L, i ((PJ') bedzie bazg ortonormalna
w Lz, skgd

[~}

£f(x) = E ay (PJ(x), przy czym ag = Ef‘PJ('g),

Estymator rekurencyjny zaproponowany przez Rutkowskiego ma po=~

staé

A (x yeeeyX px)—';- E ‘ﬁ, J-(xi) \PJ(X)’

j=0

gdzie (k(i)) Jest ciggiem liczb naturalnych, 1im k(i) =o.
i-sc0

Jezeli I‘P‘j(x) £ ¢ dla wszystkich punktéw x i kazdego in-

J

deksu j oraz

bt {n)
Y n-z[k N 02_]2 < 0,
n=1 J

Jj=0
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to cigg powyzszych estymatordéw jest mocno zgodny.

3. BLAD SREDNIOKWADRATOWY. ANALIZA ASYMPTOTYCZNA

3.1. Bardziej szczegblowa analiza asymptotycznych wliasnos-
ci estymatoréw rozwazanych w poprzednim rozdziale wymaga po-
czynienia mocniejszych zaiozenn o ggstodci f. Podobnie jak w
poprzednim rozdziale, dla poréwnania z estymatorami rekuren-
cyjnymi, nizej analizujemy rdéwniez ERP.

W dalszym ciggu tego rozdzialu bedziemy zakiadaé jeden z

nastgpujgcych zbioréw warunkéw:

(3.1) Gestodé f jest rézniczkowalna, pochodna f' jest
istotnie ograniczona, funkcje K oraz zr—> zK(z)

sg calkowalne, \fzK(z)dz = 0,

(3.2) Gestoéé f Jjest dwukrotnie rézniczkowalna, druga po=-
chodna f£” Jest istotnie ograniczona, funkcje K oraz

Z b— zzK(z) sg calkowalne, funkcja K jest parzysta.

Uwa g a. Jak nalezy oczekiwaé, zamieszczone nizej twier-
3
dzenia pozostajg prawdziwe przy zastapieniu w ( 3.2) zalozZenia
o parzystodci jadra K wymaganiem, aby zbiér {xé:R: K(x) £

£ K(—x)} byt miary Lebesgue’a zero.

3.2, Ponizszy lemat bgdzie peilnil dalej podobng rolge do

tej, jakg w rozdziale 2 peilnil lemat 2.7.
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LEMAT ([661).(1) Przyjmijmy zalozenia (3.1) oraz b > O,

1lim bk = 0, Wéwczas
k=

(3.3) Ef[gi'K Eﬁih)] - f(x)IK(szz = o(b, ),

gdy k —» 00, oraz, jezeli ponadto [ K|l <o,
- 2
(3.4) v [t k(Z=E)] - £(x) (k3 (z)dz +
bel 5 X(555)] J

+ b r2(x)[[k(z)az ]* = o(by).

(Jezeli pomingé warunek j‘ zK(z)dz = O, prawa strona

oszacowania (3.3) przyjmuje postaé

v el | [zk(z) laz = o(v),

prawa strona oszacowania ( 3.4 ) natomiast
by I €'l [ 12k%(z)]az + o(b?).)

(2) Przyjmijmy zalozenia (3.2) oraz b, > 0,

lim bk = 0. Wéweczas
kK=o

(3.5) Ef[q‘ K(i‘-t‘,i—)]- r(x)[K(z)dz =

2
P

=5 £ (xjjzzﬁ(z)dz + o(bﬁ
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oraz, jezeli ponadto “K“Oo {00,

3.6) b v [ x(EE)] - f(x)sz(z;dz + bkfz(x)[fx(z)dz]2 =

2
b .
= EE £ (x)jzsz(z)dz + o(bﬁ).

Dowéd. (1) Wykazemy prawdziwoéé oszacowania (3.3).

Oczywiédoie
j%— K(%—':E)f(z)dz = [Kf(x - Bylay.

k k

Nas interesuje zatem wielkoéé
3.7 Ifk(ymf(x - byray - [Kipcxayl.
Wobec rézniczkowalnodci funkeji f,

f(x+t) - £f(x) = tf’(x) + tgx(t),

gdzie 1lim gx(t) =0 i g
t—=0
staé zalezy od x. Wielkodé (3.7) jest zatem réwna nastgpuja-

x jest pewng funkcjg, ktérej po-

cej w ponizszych obliczeniach korzystamy z zaloZenia (3.1)):
(3.8) LfK(y)[-bkyfi(x)-bkygx(- ky)]dyl =

= b [k ve (-oy)ay|< vy fIK(y)y |+ ley (-byy)ay.
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Pozostaje wykazaé, 2Ze prawa strona nieréwnoéci (3.8) jest rze-

du o(bk). Zauwazmy w tym celu, Ze

ng(t)l =|f(x+:)-f(x) _ fl(X)l -

= 'f’(x+vx’tot) - tl(x)l € 2 ”f'nq,< oo
skad funkcja podcalkowa
lyky)| - le (-o,3)l
Jest ograniczona przez punkcje¢ calikowalng

lyK(y) | = 20’4

i mozemy przejéé do granicy pod znakiem catki (twierdzenie

Lebesgue’a o zbieznoéci majoryzowanej):

limjlyK(y)l . lgx(- ky)ldy =
n-> 00

= 1im [|yxcy) e lgx(—bky)l]dy = 0.
n—»o

W ten sposéb wzér (3.3) zostal udowodniony, Dowéd prawdziwos-
ci oszacowania (3.4) przebiega zupelnie analogicznie i przeto
go pomi jamy, ‘

(2). Podobnie jak to uczynilidmy wyzej, udowodnimy tylko

pierwsza tezg¢ czefci (2) lematu, tzn. wzér (3.5). Wiadomo, zZe
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f”(.x) = lim f(x+h)+f (x=h) =2f (x) .

hv0 n?
Stad
(3.9 f(x+h)+f(x-h) = 2f(x)+h2f/’(x)+h2gx(h),

gdzie 1lim gx(h) = O, Przy tym, poniewaz

h-0
+ /] h2 n
£f(xZh) = f(x)thf (x) + = f (xtvx(rh)),

otrzymujemy, ze ng(h)lé 20",
Korzystajgc z zalozenia parzystodci jgdra K
Jac przez podstawienie, otrzymujemy

(3.10) gL [K(%2) £(2)de =

%[fsi K(Egi)f(z)dz +j‘gi K(%ié)f(Z)dZJ

%j‘K(y)[f(x-bky) + f(x+bky)]dy. ’

oraz calku=-

Wobec witasnoéci (3.9) prawa strona réwnosci (3.10) réwna sieg

/4
£eofK(y)ay + £ 2 p2ly*k(y)ay + F[K(y)

2 2
b vy e (b y)dy

i, jak poprzednio, dla zskorhczenia dowodu wzoru { 3.5) wystar-

cza do ostatniej calki powyzszego wyrazenia zastosowaé twier-
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dzenie Lebesgue’a.

Uwa g a. Powyzszy lemat pozwoli nam oszacowaé predkosdé
zbieznoéci wartosci oczekiwanej oraz wariancji estymatoréw fn
do ich wartoéci asymptotycznych. Warto tu odnotowaé, ze rzad
predkodci zbieznodci wartoéci oczekiwanej dowolnego ustalonego
estymatora jgdrowego fn (gn,x) nie polepszy si¢, Jjezeli ges-
toéé f Dbedzie rézniczkowalna wiecej razy niz dwukrotnie, ale
jadro K bedzie nieujemne; fakt ten wynika natychmiast z osza-
cowania (3.5). ( Przyspieszenie rzedu predkodci zbieznoéci moz-
na wéwczas uzyskaé badZ konstruujgc jadra przyjmujgce wartoéci
obydwu znakéw, badZz odpowiednio randomizujgc szerokosé pasma

b ; problemami tymi nie bedziemy sie jednak za jmowaé.)

3.3, W dalszym ciggu pracy potrzebny nam bedzie nastepujgq-

cy lemat:

LEMAT ([66 ]). Niech jadro K>o0, llxIl_ < co, punkty x,yeR,
x £ vy, bﬁ——)()oraz niech bedzie spelniony jeden z na-
stepujacych warunkéw:

(1) gestodé f Jjest istotnie ograniczona;

(2) 1im zK(z) = O;
| 2 j>

(3) eestosé feL,, pankty x,y sg punktami

Lebesgue’a gestoéci f

(=]
f sup K(u)dz <co.
Oluiz =z

Wéwozas
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. 1 X=~F Y- _ -
1 E_ |— K K = 0.
im f[bk ( bk ) ( bk )J

k-

Dowéd pomi jamy (p.[66]). Jego idea pokrywa sig¢ z ideg do-

wodu lematu 2.7,
3.4, Uwaga. 0Od tej chwili bedziemy zawsze zakladaé, ze
cigg (bn) spelnia warunki (2.3), jadro K natomiast - warunki

(2.2) oraz |llKll, < oo,

TWIERDZENIE (Asymptotyczna nieobcigzono$é ). (1) Przyjmi j-

my zalozenia (3.1). Wéwczas

Ef%n (gn;x) - £f(x) = o(b) dla ERP;

0 2
}—\_abiH(bi) A

= of &= , jezeli ponadto ) biH(b, ) =00,
itbiﬂ(bi) k=1
i=1

dla ED;
n (=]

= o} b,/n),  jezeli ponadto ) b’ =co, dla EWWY,
= k=1

( Jezeli pomingé warunek fzK(z)dz = 0, male wyZszego
rzedu ("o") nalezy zastgpié malymi tego samego rzegdu
("0"); nakiadanie warunkéw dodatkowych na cigg (b,)
nie jest wéwczas potrzebne.)

(2) Przyjmijmy zalozenia (3.2)., Wéwczas
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Eff‘n (£%x) - £(x) =

" 2

= L2 . (oPK(zraz - b2 4 o(b?)  dla ERP;
,, £ utn

= 2-—5-(—"-)- . fzzK(z)dz . i:1 . [l+o(l)],
. 1_1biH(bi)

o0
jezeli ponadto Zbﬁl{(bk) = 0, dla ED;
k=1

2
7] i‘/ by

= f 2(X) o j‘zzx(z)dz . % . ‘:1 + o(l)], jeZeli po~-

(o2
) b2 =co, dia EwWWr.

Dowéd Jest elementarny. Przykladowo, azeby uczynié
oczywistym sens warunkéw dodatkowych nakladanych na cigg (bn),
rozwazmy krétko problem obcigZenia EWWY przy zalozeniu (3.1),.

Na mocy oszacowania (3.3)

\
A X 1 2 1. /X & 1 &
E.f (§n,x)= = igEf[i)—:i.. K( 5 1)] = £(x)+ ¢ 12_1 Y.,

gdzie ciag (¥;) :pelnia warunek ¥, = o(by), i —> 0.
Zatozywszy, Ze Ebk =00, zastosowanie np. twierdzenia Stolza
k=1

daje natychmiast
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.

[‘js
e
H

[
]
pey

lim = 0,
n-o b

[T

]

-
[

co dowodzi podanej tezy. Oczywiscie, jezeli ibk < 00, ba=-
dane obcigzenie jest rzedu o(n”). D =t

Dla uproszczenia zapisu w wystepujgcych dalej wyrazeniach
bedziemy uzywaé symbolu "~ ", oznaczajgcego "ré6wnoéé asympto-

tyczng", pomijajac male wyzszego rzedu - zamiast pisad

A =cta + o(an), bedziemy pisaé A ~cea .
3. 2.

TWIERDZENIE (Asymptotyczna warianc ja )! (1) Przyjmijmy

zaloZzenia (3.1). Wéwczas

A n 1 2 1 .2
Vef (g ;x)"‘m): ¢ f(x) 'J‘K (z)dz - - £7(x) dla ERP;

ibiH (b)) in (b))
z = 1 P(x) sz(z)dz - =1 . f2(x),

[5b,5(0,)] 2 [>§, b,H(b,) ]2

i=

TS
-

~

-d's

0
Jezeli ponadto Ebin(bk) =%, dla ED;
k=
» 5+ £(x) * [¥¥z)az - L+ £3(x) da1a Ewwy.
i=1 n

(2) Przyjmijmy zalozenia (3.2). Wéwczas

A n
vffn(§ px )~
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' . 3 2 l. 2
NE-; £(x) S'K(z)dz—n £f5(x) +

bn " 2.2
+-§-ﬁ’f (x)'yzK(z)dz dla ERP;

~ [iébiﬂ(bi)]-z ¢ [k§1ka2(bk) s fi(x) JKz(z)dz -

n
k@biﬂz(bk) .« £3(x) +

n "
342 L (x) J‘ 2 2
+ 1{[__-:1ka (bk) 5 z"K (z)dz] , Jezeli ponadto
0
Ebﬁﬂz(bk) = ©, dla ED;

n
1 - 2
~;—2 1o f(x) ’sz(z)dz - e® s
12}
1 ', o EAX) Z(X) °J‘22K2(z)dz,

©
Jezeli ponadto Ebk = 0, dla EWWY.
k=1

Dowéd jest oczywisty,' przeto go pomi jamy.,

:2.6. Polaczenie twierdzen 3.4 i 3.5 daje twierdzenie
o asymptotycznej postaci BSK estymatoréw ERP, ED i EWWY,
Odpowiednie twierdzenie sformulujemy tylko dla przypadku za-

chodzenia zalozer (3.2).
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Oznaczmy

cyi= {2-”—2-(—"—) SzzK(z)dz]z,

cyt= f(x)fxz(z)dz.

TWIERDZENIE (BSK). Przyjmijmy zalozenia (3.2). Wéwczas

BSK = Ef[fn(gn;x)- £(x)]?

Nbﬁ o, + (nbn)Mc2 - -:; . f‘z(x) dla ERP;

o3
kz-: ka (bk) 2

BSK ~ — J e ¢ +
Y b H(b ) 1
k=1 k k

1 r n n
+ [igibiﬂ(bi’ ]-2 : [Ebkﬂz(bk) ’ °2'f2(x)' Ebiﬂz(bk)]’

jezeli ponadto

) )
3.2 3
Eka (bk) = Ebk}i(bk) =, dla ED;
k=1 k=1
2 2 1 1 1 .2
BSKN( b /n)” + ¢, + =35 s~ e+ ¢, - =f£7(x),
k=1 k ) 1 n2 k=1 bk 2 n

=
E‘
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Uwa g a. Przy innych zalozeniach rozwinigcia powyzZzsze-

go typu podane zostaly przez Deheuvelsa [15].

3.7. Rozwazymy obecnie problem asymptotycznie optymalnego
doboru szerokos$ci pasma bn’ funkeji H oraz jgdra K esty-
matoréw ERP oraz ED; rozwazenie estymatoréw typu ED oznacza
oczywidcie uwzglednienie ED* i EWWY. Ograniczymy si¢ do przy-
padku szerokoéci pasma o postaci bn =% n-P R X > 0,
0>p > 1, oraz funkcji H o postaci H(bn) = bﬁ = [P a~ P y

? € R.

(1) Bstymator Rosenblatta-Parzena (ERP). Mamy BSK =

= ¢, yhn-hﬁ + c, y_1n-(1-p) + o(n-hﬁ) +‘o(n-(1-ﬂ) )
Optymalne wspélczynniki 'P i ¥ wynoszg odpowiednio ( przy

pominigeciu matych wyzszego rzgdu)
- - 1/5
p— 1/5; X‘— (02/1”-"1) .

Wéwczas

BSK ~ c:/5clz+/5 .5 . 27B/5,-H/5 =

1,65938 o1/ « o3/5 . oH/5

( p.[38]; we wzorach Rosenblatta (21) i (22) powinny byé pomi-
niete czynniki, odpowiednio, 4 i 23/5). Pozostaje teraz przez
1/5  _4/5
1 ¢ ‘

odpowiedni dobér jgdra XK zminimalizowaé iloczyn ¢ P

Azeby problem uczynié dobrze okreélonym, wezZmiemy pod uwage
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Jedynie takie jadra, dla ktérych SzzK(z)dz = 1. Wéwczas funk-

cjonowat K l-—--)j‘Kz( z)dz osigga minimum dla funkcji

2 A
w0 -%),  lal <V
Ko(z)=
o , z < = V5 1lub z > V§°

( p.[20], [38]) Problem minimalizacji BSK w przypadku ERP jest
rozwigzany.

(2) Estymator Deheuvelsa (ED). W tym przypadku

BSK ~ X4[1_-p<_1+4°_)_]2 Cahp o,
P9 Yap (349)

. o 6,-1[1-55 (1+¢) Jz Ty
2 1= (1+29)

Optymalne wspélczynniki P i X wynoszg odpowiednio

prs y=(E e )

1

2
Wéwczas BSK ~ 5 « 100-“/5 ( he )) G 01/5- 02/5‘ n-l&/S. Cptymal-
2-¢

na wartoéé ? wynosi ? = ~1; Jjak z tego wynika, EWWY jest

najlepszym estymatorem w klasie estymatoréw ED ze wzgledu na

BSK (por. [16]). Jadro optymalne ma znowu postaé funkeji Kge
Reasumujgc, optymalne wartodci BSK estymatoréw jadrowych

N5, M5, =W/5
1

wynosza A ¢ ¢y’ n , gdzie
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1,66 dla ERP,
A=41,75 dla EWWY,

1,82 dla ED¥ (estymatora Deheuvelsa z H = 1),

Nie powinno nas dziwié, Ze najlepszy wynik daje ERP. Z drugiej
strony, wyzszoéé EWWY nad ED* nie przeczy uwadze 2.8 -~ pomimo
Ze wariancja ED* Jjest asymptotycznie mniejsza od wariancji

EWVY, asymptotyczna wartodé BSK tego drugiego estymatora jest

mniejsza.

Uwa g a. Deheuvels [16] rozwazal inne postaci szerokoéci
pasma niz bn = s'n_p i podal interesujgce uwagi o ich wpiy-
wie na wartodé BSK. My zauwazymy tu tylko, ze przyjmujgc

b th'p /log n otrzymuje si¢ znowu optymalng wartoéé

n

p

na jest jedynie przez wariancje¢ estymatora., I, niejako odwrot-

1/5, ale tym razem (asymptotyczna) wartoéé BSK wyznaczo-

nie, przyjmujgec bn = X‘n-P * log n, optymalna wartoéé p = 1/5,
ale wartod§é BSK zdeterminowana jest przez obcigZenie estyma~

tora.

4. PRAWO ITEROWANEGO LOGARYTMU

L.1. Podamy teraz prawo iterowanego logarytmu dla ED
(1 stgqd, w szczegblnodci, dla EWWY; prawo iterowanego logaryt-
mua dla ERP podal Hall [27] -p. paragraf bL.4). Jego dowodu nie
bedziemy podawaé, otrzymuje si¢ go bowiem droga elementarnych
(choé doéé zmudnych) rachunkéw z prawa iterowanego logarytmu
Kolmogorowa (dla zmiennych losowych [nie jednakowol] ograniczo-

nych; p.np. [ 8], str. 343, [34], str. 358).
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TWIERDZENIE ([ 66]). Niech f(x)> O, Niech bgdzie speinio-

(4o1)

(k.2)

Wéwczas

(L.3)

ny warunek (2,20), granica

log log{(nbn )-1[ i ka(bk) ]2}
1im k=1 = d'
n>o "~ log log n

istnieje, 0 < d < oo y oraz

lim nb_ [ki‘ka(bk) ]‘2. ub )

n->oL
[i:1bkﬂ(bk)]2

* log log k= o5 = 0.
n

dla ED mamy

A n A n
b f ix)- ;
P[lim sup (1 nln )1/2, n(8 i%) ngn(g T/)z =1] =1.
b | 1og log n (2adf (x) K (z)dz )

Jezell ponadto:

(i) spelnione sy zalozenia (3.1) oraz cigg

2

log log n t ( )
b, H(b
k=1 k k

k) >

®
2
jest ograniczony i k[_;bkﬂ(bk) =00 ; lub

(ii) speinione sa zatozenia (3.2) oraz
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n
3
nb_ 1/2 ]gf;‘bkﬂ (by)
@"h) nE:: (1og log n ) Y =0
lg;bkn (v, )

to dla ED mamy

nb 1/2 én(gn;x)'f(x)

n L ]
Tog log n (2adf (x)sz(z)dz /2

=1] =

%.5) P[iim sup (
n-w0

Dla EWWY poszczegblne zaloZenia przyjmujgq nastepujgcg po-

stad: warunek (2.20) przyjmuje postaé (2.22), dalej za$

log 108(n/bn)=d' (0<d < o0),

(k.1') warunek (4.1): 1im
N

log log n

(4.2') warunek (4.2): lim (nbn)-1 log log (n/b_) = 0;
n->o n

b A/
)

(4.3') warunek (4,3): Oiqg(m

s
. b,
k=1 k
-2}
jJest ograniczony i Zbk = 00;
k=1

(4.4)  warunek (k4.4): 1lim (-—37:2%7____). zf:bﬁ = 0.
n->0 n log log n k=1

Decydujac sig¢ w przypadku ED na wybér takich szerokoéci

pasma bn i funkcji H Jjak w paragrafie 3.7 otrzymuje sig
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z ogbélnych warunkéw (2.20) oraz (4.,1) - (4,2) nastepujace:

p(1+29) <1, p(1+?)<1, js(1-g>)<1
oraz P>,1/3

w miejsce warunku (4.3) i P;1/5 w miejsce warunku (4.4),

W przypadku zalozenia warunkéw (3.1) i (4.3), optymalna war-
toéé P wynosi P: 1/3, w przypadku zad zalozenia warunkéw
(3.2) i (4.4) optymalna wartoéé J’b: 1/5. We wszystkich tych
przypadkach, tzn. gdy bn i H sg postaci takiej jak w para-

grafie 3.7, -

2
[1-p 1+ 0]
J=1 i d‘=_i_:£-(_11'%9)-'

Stad, zwigzek (4.5) przyjmuje wéwczas postaé

n1-}5 1/2

(4.6) P[n]_-:-‘l: sup (log log n) ’

£ (Ehx)-f(x)
. =1 = 1.

CL1-p e 1%, 2 1/2
{2 A Teae) £ (2102}

(Przy nieco innych zalozeniach podobne twierdzenie udowodnio-
ne jest w [15]).

Nizej podamy pewne uwagl zwigzane z powyzszym twierdzeniem,
ma jace charakter badZ uwag technicznych i informacyjnych,

bad% dyskusji praw iterowanego logarytmu dla estymatoréw ges-
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toéci (p. zwlaszcza paragraf 4.5).

4,2, Warunek f(x) > O ma zasadnicze znaczenie przy do-
kladnym (takim, jakie daje prawo iterowanego logarytmu) sza-
cowaniu predkoéci zbieznosdci, Latwo zauwazyé, Zze w przypadku
gdy gestoéé f znika w otoczeniu punktu x, uzyskiwana w tym
punkcie asymptotyczna predkoéé zbieznodci jest dowolnie duza.
Zarazem, twierdzenie 3.4 pozwala podaé dokladng predkodé

zbieznoéci, jedli tylko £ (x) £ oO.

L4.3. dla EWWY podobny rezultat podany jest w pracy [621,
przy pewnych dodatkowych warunkach technicznych natozonych
na cigg (bn). Faktycznie jednak, metoda dowodu przyjeta w
[62] ~ korzystajgca z twierdzenia o mocnym przyblizZeniu dla
pewnego estymatora pomocniczego - daje wynik siabszy, bo tyl-
ko nieréwnoéé zamiast réwnodci (4.6), Co wigcej, szacujgc ob=
cigzenie Ef%n - £, autorzy omawianej pracy przyjmujg pewne
zatozenie dodatkowe o funkcji charakterystycznej gestodci f;
w istocie, przyjete zatozenie implikuje istnienie i ograni-
czonoéé drugiej pochodne j £, (Odnotujmy tu jeszcze, zZe
Wegman i Davies podajg réwnoéé 4.5 dla granicy zwyklej, a

nie gdérnej, co nie zawsze jest prawda.)

4,4, Hall [27 ] podal prawo iterowanego logarytmu, z
AL = d = 1., dla ERP. Jego dowéd nie jest elementarny, korzys~-
ta bowiem z mocnego przybliZenia ciagu proceséw

n1/2(Fn(') - F(+)), gdzie F jest dystrybuantq empiryczng
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n niezaleZnych zmiennych losowych o dystrybuancie F, ciggiem
mostéw Browna. Autorom niniejszej pracy nie udalo si¢ udowod-

nié takiego prawa dla ERP w sposéb elementarny.

4.5, Twierdzenie 4,1 opisuje dokiadng predkoéé zbieznoéci
prawie na pewno. Przy zalozeniu (3.1) lub (3.2) optymalne war-
toéci szerokoci pasma b~ wynoszg odpowiednio lYn-1/3 iub
X'n-1/5. Réwnoéé (4.6) nie zalezy od przyjetej wartosdci wspél-
czynnika X‘ i stgd predkosé zbieznoédci Jest tym wigksza, im
wipksza jest wartosé tego wspéiczynnika. Dzieje si¢ tak dla-
tego, Ze czynnik (1og 1log n)-1/2 czyni obcigzenie estymatora
asymptotycznie pomijalnym i, zgodnie z twierdzeniem 3.5, duze
szerokoéci pasma b dajag duzg predkodé zbieznosci réznicy
fn - Ef%n’ Zauwazmy, Ze optymalna warto$é, parametru fp Jest
taka sama, Jjak otrzymana dla BSK (por. par. 3.7); uzasadnione
byloby zatem wybranie np. takiej wartoéci wspéiczynnika f,
ktéra minimalizuje asymptotyczng wartosé BSK,

W przypadku gdy spelnione jest zaloZenie (3.2), latwo po-
daé taki cigg (bn), by asymptotyczne obcigzenie estymatora
bylo wprawdzie skoiczone, ale nie zerowe. Okazuje sie, 2ze sy-
tuacja taka ma zaskakujgco ciekawg interpret;cje. Rozwazmy
mianowicie EWWY (dla ERP analogiczny wynik uzyskuje sig¢ na=-

tychmiast). Niech

-1/5 1/5,.

bn = X‘n log log

Proste rachunki wykazuja, Ze wéwczas warunki (2.22), (4.1')
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i (‘6.2/) nadal sg speinione, dwa pierwsze z tymi samymi war-

todciami & i d.',

warunek (4.4') przyjmuje natomiast postaé

b 1/2
2 5/2
1im ._.._9..___..) . bBS = 2 .
n—>oo(n log log n 12:‘1 k=57

Ten ostatni warunek odpowiedzialny jest za asymptotyczng war-
todé obcigzZenia i ostatecznie prawo iterowanego logarytmu

przyjmuje postaé (por. twierdzenia 3.k i 4.,1)

1/2_2/5 (% x)-£(x)
(4.7) P[1im sup g nz/ . AL = oz =
n->o log log 5n (5/3'f€x)fl{ (z)dz )

1. §53/261 ( x)f 22K (2) dz

= 1.
- 2(3/5-£(x) [KP(2)az )1/ ]

Zalézmy teraz, Ze gestodé f jest lokalnie Scidle wypu-
kia w punkcie x (tzn. $cisdle wypuKla w pewnym otoczeniu x).
Wéwczas f”(x)> 0 i warto$é gérnej granicy wystepujacej w\
zwigzku (4.7) roénie wraz ze wzrostem wsp6lczynnika szerokoé-
ci pasma, X’. Odpowiednio, jezeli gestodé f jest lokalnie
-'8cidle wklesla w punkcie x, wartodé tej gbébrnej granicy male-
je wraz ze wzrostem wspéiozynnika J‘ ( poczgwszy od pewnej
wartodci wspélczynnika X’ rozwazana granica Jjest ujemnal).

Oznacza to, iZ duze warto$ci szerokodoi pasma prowadzg ( asymp-
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totycznie ) do otrzymania oszacowah nieznanej gestodci nadmier-
nie wygtadzonych -~ w sensie granicy gérnej (4.7) oszacowania
f‘n(gn;x) przekraczajg wartoéé f£(x), gdy £ Jest wypukia, i
sg mniejsze od f(x), gdy gestodé f jJest wklesla., W ten spo-
séb prawo iterowanego logarytmu (4.6) daje écidie (asympto-

tyczne) uzasadnienie intuicji podanej w paragrafie 2,6,

4.6, Koficzgc ten rozdzial, wspomnimy jeszcze tylko, 2ze dla
estymatoréw nierekurencyjnych znane sa dokiadne oszacowania
predkodci zbieznodci zmienmnych losowych
sug(lfn (gn;x)-f(x)l/Vf-(x—)) , gdzie J jest przedzialem zwar-
x€

tym (tzw, "prawa logarytmu"; p.np. [10], twierdzenie 6.2.5,
[503, [51], [131).

5. ASYMPTOTYCZNA NORMALNOSG
L] 1 »

TWIERDZENIE ([66]). Niech f(x)> O, Wéwczas dla ERP mamy

fab_ [£ (g™ x)-Ef (gn;x)J
5.1) 14 IP n-'n f n
( n-»J:;:g { fx'Kzzdz1/2

<v}-¢wl = o,

Jezeli granica

1+%' 2bku2+(5' (bk)

(5.2) lim (nb_) k=1 = = 0 dla pewnego J> 0
k=1

o

oraz spelniony jest zwigzek (2.20), to teza (5.1) zachodzi

dla ED.
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Jezeli dla ERP spelnione jest dodatkowo zaloZenie (3.1)
oraz ciag (nbf;) jest ograniczony lub speinione jest dodatkowo
zalozenie (3.2) oraz 1lim nb5 = 0, to

n-o

A
b 1 x)~f£(x)
1lim sup IP{Vn—b n(gn )

£ yp=¢y) | =
n-»o yeR - [f(x)-sz(z)dz ]1/2 Y} v

Jezeli dla ED spelnione jest dodatkowo zalozenie (3.1)

oraz ciag

Lb H(b,) ©
(5+3) nb -3 . jJest ograniczony i Zbil-l(bk) =00
k=1

ib H(b,)

lub speinione jest dodatkowo zalozenie (3.2) oraz

gb H(b, ) )
(5.4) lim \I'— =0,

n->a900
b, H(b_)
k=1 k k

to

£ n;x)-f‘(x
lim sup IP{ann (§ ) 172
n->c0 yER [d. f(x)* jK (z)dz]

<y}-b(y) | =

Dla EWWY warunek (5.2) réwnowazny jest nastgpujgcemmu

1im(b /n)“’év f_{l‘bk(“'d.) dla pewnego d>o,

n->oe

warunek (5.3) réwnowazny jest warunkowi: ciag
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o
(b, /n )1/2 . ki_;bk jest ograniczony i kabk =00,

wreszcie (5.4) réwnowazny jest warunkowi

(bn/n.)1/2 . f_l:bk—» 0.
k=1

Zasadniczo, dowéd twierdzenia 5.1 sprowadza sie¢ do wykorzysta-

nia twierdzenia Berry’ego-Esseena.

5,2,
TWIERDZENIE ([66]). Jezeli spelnione sa zaloZenia lematu

3.3, XyreaerX, S8 réznymi punktami na prostej, przy

czym f(xd)> 0, J = 1,.s4,k, to dla ERP mamy
D
(VhiO'OvQK) —_— N(OvI)r

gdzie N(0,I) oznacza zmienng losowa o k-wymiarowym

rozkladzie normalnym z zerowym wektorem wartosci ocze-
3

kiwanych i jednostkowg macier—g kowariancji oraz

Yoo [£ (€% x ) -E £ (€% )]
5.5) / s = n-n j f n J
(5.5 1 (f(xj)sz(z)dz Y72

] j=1,-oo,ko

{gzeli ponadto spelnione sg warunki (2.20) oraz

Ebkl-lz(b ) = 00, to dla ED mamy
k=1 k
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N/ O yeees /) 2> N(0,1),

gdzie 73 dane sa przez (5.5).
Dowéd polega na zastosowaniu twierdzenia Cramera-Wolda
i lematu 3.3.
Przy stosownych zalozeniach powyzsze twierdzenie mozna by

. A n,
sformutowaé dla réznic f (g ,xd) - f(xd).

6. INFORMACJA O INNYCH WYNIKACH

6.1. Rekurencyjny charakter EWWY sugeruje zastosowanie do
analizy Jjego wlasno$ci asymptotycznych twierdzer o metodach
aproksymacji stochastycznej dzialajgcych w przestrzeniach
Hilberta (p. np. [36], [41] - [43], [57]). Wykorzystujgc wias-
noéci procesu Robbinsa-Monro, Schmetterer udowodnil nastepu-
Jjace twierdzenie

TWIERDZENIE ([42], [43]). Niech f i K bedg gestosdcia-

mi catkowalnymi w kwadracie, cigg b _J 0. Niech -

oznacza norme¢ w przestrzeni L,. Wéwczas

2.

(6.1) pel1im IIF (E%)-£()|l =0]=1
1 500

oraz dla kazdego £ > O istnieje taka stalta C (€), ze

dla dostatecznie duzych n

(6.2) Pf[llfn(gn;o)- £(-)l2e] ¢ o~RC (€)
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(Nieco siabsza wersja tego twierdzenia - z prawg strong
-nb_C (&)
nieréwnoéci (6.2) o postaci e n - udowodniona zostala
przez Révésza [36]; wczeéniej, ale przy znacznie mocniejszych

zalozeniach, nieréwnoéé ta wyprowadzona zostala przez Re jt8

i Révésza [35].)

6.2, Stosujgc podobne podejécie, L.Gydrfi udowodnil zbiez-

noéé (6.1) EWWY w problemie z zaleznymi obserwacjami.,

TWIERDZENIE ([ 251). Niech seey E__seves & 1 Egr §10res
gn"" bgdzie ciggiem zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie danym gestodcig f, Niech cigg (§n) bedzie
4cidle stacjonarny i ergodyczny., Niech rozkliad warun-

gdzie

kowy Qn’

Qu(A):=Plg e Al§, 155, nreee15151E_(seee]s

ma dla kazdego n gestosé f ~oraz El'f1”<OO(H'|I AN
oznacza norme w przestrzeni L2). Niech K bedzie
qsstoéciq calkowalng w kwadracie, b —> 0,

Z (nbn)"1 < 00 oraz

n=1

Ne

1 b b
k+1
(6-3) sl;p -:; . 2—1 kojl—si__ K(—II%L x) -K(x)ldx < co .

Wéwczas dla EWWY spelniony jest zwigzek (6.1,
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(sens warunku (6.3) przedyskutowany jest w [25]. Podane

twierdzenie uogélnia wczeéniejszy wynik Gydrfiego, podany w
[261.)

6.3. W rozdziale 2 oméwilidmy zgodno$é punktowa estymato-
réw jadrowych., Jak to zobaczylidmy, zgodnoéé ta implikuje
zgodnoéé estymatoréw jgdrowych w metryce przestrzeni L1
(p. paragraf 2.11). Koriczgc nasz przeglad, wymienimy jeszcze
prace dotyczgce zgodnodci jednostajnej EWWY i ED: [11], [13],
[15]. Analogiczne rezultaty dla ERP udowodnione zostaly np.

w pracach [ 45], [47] i [19]. Prac tych nie bedziemy tu juz
omawiaé, wspomnimy jedynie, Ze badanie zgodnodci jednostajnej
wymaga JjuZz czynienia pewnych zalozel o nieznanej gestodci, w

szczegbdlnodci wymaga jeJ jJjednostajnej ciggloédci.
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