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Ryszard Zieliriski, Peter Neumann
Stochastische Verfahren zur Suche nach dem Minimum einer Funktion

Akademie-Verlag, Berlin 1983, w serii Mdthematische Forschung -
Band 16, str., 133, ISSN 0138-3019,

W monografii przedstawione zostaty losowe metody szukania ekstre-
mum funkcji. W ostatnich latach, z uwagi na szeroki dostep do
komputeréw oraz tratwos¢ stosowania metod losowych, gwaltownie
wzrosto zainteresowanie nimi, Powstalo wiele ciekawych metod
heurystycznych, niestety nie majgcych dostatecznego uzasadnienia
teoretycznego., Ksigzka ta stanowi jedng z nielicznych préb wypet-
nienia luki pomiedzy bogata praktyka a skromng teorig losowych
metod optymalizacjl. Jej wyjatkowa wartosé polega na oryginalnym
i gtebokim potraktowaniu problematyki poszukiwania ekstremum glo=-
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balnego, problematyki szczegdlnie trudnej i takiej, gdzie stoso-
wanie metod losowych Jjest najbardziej uzasadnione, Oto krétki
przeglad tresci,

W krétkiej (dwustronicowej) przedmowie autorzy wyjadniajs,
2e ,nasz wykiad staramy sie utrzymaé na poziomie matematycznym
inzyniera", a ,ksigzka spetni swe zadanie, Jjezeli pomoze prakty-
kom w lepszym zrozumieniu metod, ktérymi tak chetnie sie postu-
guja i Jezeli przyciggnie ona probabilistéw i statystykéw o nu=-
merycznych zainteresowaniach do te]J bogatej tematyki®.

Rozdziat* T - ,Sformutowanie zadania, Algorytmy losowe"
(33 strony; 26% catej objetosci)., Jest to rozdzial o charakterze
wstepnym, w ktérym autorzy formutuja zadanie optymalizacji w
skoriczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowe] Ek oraz podaja
szereg przyktadéw algorytméw losowych stuzacych do jego rozwig-
zania., Dokonany wybdér jest gtéwnie wynikiem zainteresowar obu
autordéw, Jjednakze oddaje on doéé wiernie obraz catosci rozwazanej
problematyki. Algorytmy zostaty podzielone na cztery kategorie:
algorytmy z losowaniem kierunku, algorytmy z estymacjg gradientu,
algorytmy z losowaniem nowych punktéw oraz algorytmy adaptacyjne.

Autorzy dokonujsa klasyfikacji algorytmdéw ze wzgledu na nosnik
generowanych punktéw losowych w kolejnych krokach iteracyjnych.
I tak algorytmy wymagajgce generowania punktéw losowych w ,blise
kim sgsiedztwie" najlepszego z dotychczasowych wynikéw noszg na-
zwe algorytmdéw lokalnych, nmatomiast w przypadku, gdy noénikiem
generowanych punktéw losowych jest caly zbidér rozwigzan dépuszczal-
nych méwimy o algorytmach globalnych,

W dodatku do rozdziaiu I podano sposoby generowania punktéw
losowych o rozktadzie jednostajnym na sferze w skoﬁczenie wymia~-

rowej przestrzeni euklidesowej Ek.
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Rozdziatx II - ,Algorytmy lokalne" (24; 19% ) - jest posdwieco-
ny badaniu efektywnosci algorytméw lokalnych. Zachowanie sie tych
algorytméw zanalizowano w oparciu o wprowadzone miary lokalnej
efektywnosci w ,polu liniowym" i w ,polu kwadratowym"., Miary te
daja pewne pordéwnanie danego algorytmu losowego z najprostszymi,
deterministycznymi algorytmami gradientowymi w przypadku minima-
lizacji (odpowiednio) funkcji liniowej lub kwadratowej. Przykta-
dowo, efektywnosé w polu liniowym zdefiniowano jako
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jest n«tym przyblizeniem minimum, fx - gradientem
funkcji minimalizowanej, §n jest wersorem kierunku Xn+1 -x2
wygenerowanego przez algorytm losowy, (-,*) oznacza iloczyn skae
larny, m, Jjest liczbg obserwacji niezbednych do wygenerowania
kierunku gn (po znalezieniu sie w punkcie xn), a k+1 Jest naj-
mniejszg liczba obserwacji pozwalajacg wyznaczyé wartosé gradien-
tu funkcji liniowej.

Ponadto w rozdziale tym na przyktadowo wybranym algorytmie
zilustrowano zagadnienie zbieZnosci z prawdopodobieristwem 1 loe
sowych algorytméw lokalnych (tw. 7 str. 60).

Rozdziatr III - ,Algorytmy globalne" (34; 26%)., W rozdziale
tym autorzy przedstawili prosts metode Monte Carlo (np. w lite-
raturze anglosaskiej znang jako pure random search) oraz oméwili
zagadnienie zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 wybranych algoryte
méw globalnych, a mianowicie prostej metody Monte Carlo i jej

pewnych uogdlnieri. Ponadto podali przeglgd metod heurystycznych
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szukania ekstremum globalnego oraz oméwili nastepujgce problemy
pokrewne:

- estymacja mody gestosci rozktadu prawdopodobieristwa,

-~ estymacja najmniejszej wartosci funkcji,

- podejscie bayesowskie.

Rozdziat IV - ,Zagadnienie wieloekstremalne" (6; 5%).

W rozdziale tym oméwiono zagadnienie jednoczesnego wykrycia
wszystkich miniméw lokalnych funkcji wieloekstremalnej. Przed-
stawiono dwa sposoby podejsScia do tego zadania. Pierwszy sposdb
polega na okredleniu licznosci préby niezbednej do wykrycia z
zadanym prawdopodobieristwem wszystkich miniméw o ,duzych obsza-
rach przyciggania". Drugi sposdéb polega na sprowadzeniu zadania
do wyznaczenia optymalnej, bayesowskiej reguty zatrzymania pro-
cesu szukania przy funkcji straty bedacej Srednig wazZong kosztéw
obserwacji i kosztdédw zwigzanych z niewykryciem wszystkich mini-
méw lokalnych,

Rozdziat V = ,Losowe metody poszukiwania minimum funkcji
regresji" (14; 11%)., Rozdziat ten zawiera zwiezle oméwienie wtas=
noéci oraz przyktadowe ‘twierdzenia o zbieznosdci podstawowych me=
-tod poszukiwania minimum globalnego funkcji regresji.

Przedstawione metody sg oryginalnymi modyfikacjami prostej
metody Monte Carlo i jej uogdlnieri, zwiekszajacymi efektywnosé
w przypadku, gdy minimalizowana funkcja obserwowana Jjest z bledem
losowym.

Przedstawimy teraz uwagi szczegdlowe oraz komentarze do ko=
lejnych rozdziatéw recenzowanej monografii.

Rozdziat I ma charakter wprowadzajgcy i Jjako taki nie wymaga

szerszego komentarza, Zaproponowany podziat algorytméw losowych,
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Jak kazdy tego typu podziatr Jjest w pewnej mierze arbitralny., War-
to moze zwrécié uwage na pewne Jego niekonsekwencje, Na przyktad
idea najszybszego spadku (algorytm 1E) moze byé i Jjest stosowana
takze w przypadku algorytmdéw gradientowych - trudno zatem zrozu-
mieé¢ jej oméwienie w podrozdziale dotyczacym algorytméw z losowa-
niem kierunku,

Ponadto niezrozumiate Jjest okreslenie istotnego kresu dolnego
minimalizowanej funkcji wzgledem dowolnego rozktadu na jej dzie-
dzinie, a nie np. wzgledem miary Lebesgue’a.

Zasadniczym celem rozdzialu II jest udzielenie odpowiedzi na
pytanie ,czy i ewentualnie, ile tracimy zastepujgc doktadne me«
tody deterministyczne losowaniem kolejnego przyblizenia > na chy-
bit trafit« ", Autorzy ograniczajg sie do rozwazenia tego pytania
w przypadku minimalizacji funkcji liniowej (co mniej wiecej odpo-
wiada badaniu zachowania sie algorytméw ,z dala od minimum lokal-
nego") oraz funkcji kwadratowej [[x ”2 (co w zasadzie odpowiada
analogicznej analizie funkcji lokalnie symetrycznej ,w poblizu jej
punktu stacjonarnego"). Autorzy formulujq odpowiedzi zasadniczo
stuszne, ale argumentacja do nich prowadzaca nie jest w pelni za-
dowalajgca., Przyktadowo, twierdzenie 6(iii) orzeka, ze w polu
kwadratowym algorytm losowy 2A ma te samg efektywnosé co determi-
nistyczny algorytm gradientowy, trudno wiec wyciggngé stgd wnio-
sek, ze j,algorytmy losowe trudno jest oceniaé jako algorytmy mo-
gace skutecznie konkurowaé z metodami deterministycznymi® (por,.
str. 57, ostatni akapit punktu 2.2.1). Generalnie za§ przyczyng
takiego stamu rzeczy Jest oparcie sie na Jednym tylko i to mocno
kontrowersyjnym typie miary efektywnosci algorytméw (por. podany

wyzej wzér (1)) . Zaproponowana miara lokalnej efektywnosci, sto-
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sowana zresztg od poczatku lat 60-tych, jest kontrowersyjna z trzech
powodéw, Po pierwsze, metodologicznie stuszniejsze bytoby badanie
rzutu kierunku wylosowanego §n na kierunek X" - X*(gdzie X*
oznacza potozenie minimum), a nie na kierunek gradientu fx(xn)
(nie ma to znaczenia tylko dla funkcji liniowych oraz funkcji
anxlz, a >0). Po drugie, sposéb uzaleznienia efektywnosci od
liczby niezbednych obserwacji - odpowiednio m, i k+1 w przypadku
miary (1) = jest oczywiscie catkowicie arbitralny. Po trzecie
wreszcie, zgodziwszy sie, Ze warto badaé doktadnosé ,odtwarzania®
przez wersor §n kierunku gradientu fx(x“), trudno zaakceptowaéd
sposéb oceny tej dokladnos$ci. Autordw interesuje jedynie wartodé
oczekiwana kosinusa kaqta miedzy gn a fx(xn), cos(gn. fx(xn)).
Ze statystycznego punktu widzenia nalezaloby skonstruowaé jakas
funkcje straty zwiazang z biedem ,odtwarzania" kierunku gradientu,
np. rozwazyé biad sredniokwadratowy E[cos(§", £,(X™) = 112, W ten
sposéb uwzgledniono by takze wariancje biedu nota bene recenzen-
ci nie zgadzajg sie¢ ze stosowang dosS¢ czesto ideg uwzgledniania
tejze wariancji, polegajgca na dzieleniu przez nig efektywnosci
(1) - por. np., Rubinstein (1981), rozdz., 7). Trzeba tu jeszcze
zaznaczyé, ze arbitralnosé uwzgledniania liczby stosowanych ob-
serwacji jest nie do unikniecia przy zajmowaniu sie tylko lokal=-
nymi ocenami efektywnosci. Unika’sie za$ jej pfzechodzqc dé ocen
globalnych, najbardziej zreszta interesujacych uzytkownika, a w
omawianej monografii pominietych. Oceny Eakie (sformutowane np.
dla odlegtosci éredniokwadratowe,j) odpowiadaja na pytania naste-
pujace:

1

- startujgc z zadanego punktu X', ilu potrzeba obserwacji war-

tosci funkcji, aby znaleZé sie w zadanej odlegtosci od punktu X¥,
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- startujac z zadanego punktu x1, Jak blisko znajdziemy sie
punktu X’Gpo dokonaniu zadanej liczby obserwacji.

Co wigecej, w przeciwieristwie do ocen lokalnych, oceny globalne

pozwalajg sformutowaé problem optymalnego doboru parametrdéw algo-

rytmu, w szczegdlnosci wspéiczynnika dtugosci kroku.
Przy lekturze rozdz. II recenzentom nasunety sie jeszcze na-
stepujgce uwagi szczegdlowa.

-~ Metody lokalne pozostajg zbiezne w przypadku funkcji stabo
rézniczkowalnych (oczywiste) oraz pétciggtych (wskazuje na to
idea tzw. uogdlnionych gradientéw stochastycznych) - por.
przedostatni akapit na str. 42,

- Tytul paragrafu 2.1 nie jest dobry - metody omawiane w para-
grafie 2,2 to réwniez metody z ustalong dtugos$cig kroku.

- Komentarz do definicji 3 jest nieco mylgcy - nie definiuje sie
tam oczywiscie obcigzenia w sensie statystycznym,

- W definicji 4 kontrowersyjne jest umieszczenie w mianowniku

| 5, |

s

wielkodei | fy x® | , a nie | fx(x’.‘)I

~ Szacowanie wielkosci

m=1
Z: viu§m+1
i=0

( por. str. 58-59) jest niepotrzebne. Jej doktadna wartosci wynosi

m=-1
(-n™271 TT w2
1=0

(por. Fabian (1968), wzdér 3.3.1); nota bene autorzy nie zazna-
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czajg, 2e metoda oméwiona w punkcie 2.2.2, poza pomystem loso-
wania indeksu J nalezacym do Zielinskiego, pochodzi od Fabiana,

- Oméwienie problemu zbieznosci z prawdopodobierstwem 1 na przy-
ktadzie algorytmu (2.3.2) tylko jest o tyle niewystarczajace,
Ze algorytm ten ma charakter teoretyczny raczej niz praktyczny
(Jak w praktyce konstruowaé ciag [n?!).

- Teza c¢) twierdzenia 7 (str. 61) jest btednie sformutowana;

najlepiej bytoby zapisaé jg nastepujaco:

2
lim sup n[f(xn) - f(X*)] < 2KL z p.l.

n— 20 Y

Autorzy wpadli tu chyba we wtasng putapke Zle odczytujac swoje,
niezbyt fortunne sformutowanie. Autorzy piszg zawsze ,Z praw-
dopodobienstwem 1 istnieje taka liczba naturalna N, Ze ...",
zamiast wyrazZniej i Jjuz né pewno Jjednoznacznie ,dla kazdego w
ze zbioru o mierze 1 istnieje taka liczba N, 2Ze ...".
Skoncentrowanie sie w rozdziale III na prostej metodzie Monte
Carlo i jeJ uogdlnieniach jest ze wszech miar uzasadnione. Metody
te sg zbiezne z prawdopodobienstwem 1 przy braku jakichkolwiek
zatozer o funkcji minimalizowanej (poza jej mierzalnodcig) i daja
wglad w cato$é problematyki szukania minimum globalnego. Przeglad
metod heurystycznych i zagadnieri pokrewnych jest bardzo dobry
i ciekawy. Moze tylko war'to by jeszcze wspomnieé (ze wzgledu na
ich popularno$¢) o metodach zwigzanych z ideg tzw. funkcjonaléw
wygtadzajgcych oraz (ze wzgledu na ich teoretyczny fundament )
o metodach wykorzystujgcych znang charakteryzacje punktu x*;
co prawda wystarczyloby tu chyba odestarnie czytelnika do litera-
tury (np. Rubinstein (1981)).
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Rozdzial IV Jest pierwszg w literaturze Swiatowej i bardzo
ciekawg (nalezgcg do R. Zielinskiego) prébg porzadnego i ogdlnego
sformutowania problemu szukania minimum globalnego, uwzgledniaja-
cg to, 2e liczba wszystkich obserwacji funkcji musi byé ograniczo-
na,

Zamieszczenie w monografii rozdziatu V, poswieconego szukaniu
minimum globalnego funkcji regresji i, zarazem, pominiecie proble-
mu poszukiwania minimum lokalnego funkcji regresji moze sie wydad
kontrowersyjne. Wobec jednak obfitosci prac dotyczacych probleméw
lokalnych i braku w literaturze Swiatowej porzgdnego wprowadzenia
do problematyki optymalizacji globalnej, zamieszczenie w monografii
wprowadzenia byo nader pozgdane. Czytelnika ambitniejszego moze
tylko nieco rozczarowaé duza zwieztosé wyktadu, skadingd systema=-
tycznego i zgodnego z duchem reszty monografii (bazujgcego w gtéw=-
nej mierze na oryginalnych wynikach R. Zieliriskiego). Z praktycz-
nego punktu widzenia odczuwa sie brak bardziej szczegdélowego opi-
su i analizy algorytméw adaptacyjnych (dobér rozktaddw Qn!).

Reasumujgc: zwazywszy, ze zastosowania algorytméw losowych
do szukania minimum globalnego sg znacznie wazniejsze od ich
ewentualnego stosowania w problemach optymalizacji lokalnej, o
wartosci ksigzki powinny decydowaé jej rozdziatry III -~ V. Autorzy
uczynili zatem trafnie, traktujgc rozdziaty I i II jako wprowadza=
Jace, choé szkoda oczywiscie, Ze analiza algorytméw lokalnych nie
Jest dosé gleboka. Rozdziaty III - V pozwalajg zaé monografie ja-
ko catosé ocenié bardzo wysoko.

Komentujac catg ksigzke, wypada Jeszcze zwrdécié uwage na
zawsze'bardzo dobry wybér przyktadéw ilustrujacych istote rozwa-

zanych problemdéw oraz na celowo$é umieszczenia na koricu kazdego
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rozdziatu uwag bibliograficznych, wskazujacych, skgd zaczerpnieto
zreferowane wyniki oraz Jjakie wyniki czy tez ujecia pominieto.
Ksig?ka napisana jest starannie - usuniecie nielicznych btedéw
korektorskich nie sprawi czytelnikowi 2adnych trudnoéci. Kry-
tycznie natomiast ocenié nalezy nadmierng szczegétowo$é dowodéwe
—Chociaz monografia ma stanowié wprowadzenie do teorii algo-
rytméw losowych, wydaje sie, 2e zamieszczenie kilku przyktadéw
numerycznych (lub symulacyjnych tam, gdzie trudno o $ciste po-
réwnanie réznych algorytméw ) podniostoby jeszcze atrakcyjnosé

ksigzki.
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