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Oszacowanie bledu rozwiazania uktadu réwnan liniowych
i zastosowanie poprawianego sumowania w algorytmach algebry liniowej

1. Rozwiazujac nieosobliwy uklad réwnan liniowych
(1) A%=b, dme:d (nxn)b(mx1)

numerycznie stabilnym algorytmem, realizowanym w zmiennopozycyjnej arytmetyce
(f1), otgzymujemy przyblizone rozwiazanie X, zamiast prawdziwego rozwiazania X* =
b e e :

Wiadomo (por. [4], str. 130-155), ze btad tego przybliZzenia mozemy oszacowac¢:

@) le* — 21 < 2% Al 140 - K - max (I2*1, 1210),

t — oznacza tu ilo$¢ cyfr mantysy liczby rzeczywistej w fl,

Ixll =/ x?, lall = \/Z afj s

i 0]

Najmniejsza znana warto$c¢ K charakteryzuje stabilnos¢ uzytego algorytmu.

Podobne do (2) zaleznosci otrzymujemy dla algorytméw realizujacych kumulacjg ilo-
czynéw skalarnych na rejestrze podwdjnej precyzji (fl,, por. [4], str. 37) lub z popra-
wianym sumowaniem (fl, por. [2]). Odpowiednie wielkosci K sa wtedy na ogél mniejsze.
Wskaznik K gra réwniez istotna rol¢ W oszacowaniu btedu a posteriori:

(3) et g8 2 14l IBN. K <1,

to I+ — 2I< B/(1 = B))- 121,

B oznacza tu przyblizona macierz iy (uzyskana tym samym algorytmem co x).

Ponizsza tablica zawiera wartosci wskaznika K dla kilku cz¢éciej uzywanych metod.
Dla ulatwienia poréwnan podajemy réwniez iloé¢ mnozeti (jako charakterystyke praco-
chtonnosci metody). Pomijamy cztony z nizszymi potggami n oraz stale multyplikatywne
tam, gdzie nie graja one istotnej roli.
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TABLICA 1 ;
negen | K@ | K@ | K@)
Eliminz;cja z wyb. elem. gléwnego n’ /3 8" n’ s, n? Sy n!
Householder 2n® /3 n? n! : n!
Givens 4n3/3 n3? n3'? n3'?
Schmidt (z popraw.) om3 ' nl 172 n®
Banachiewicz (4 = AT, 4>0) n®/6 n3'? nl’? nl/4

(Oszacowania te pochodza z [5], a czgéciowo z [2] i [7]). Wielkosé

s, = max Ial )I/max la(l |
ik 9 i Y

(por. [4], str. 136-139) moze by¢ doktadnie znana a posteriori. Oszacowania a priori dla
s, sa zbyt pesymistyczne.

Jak wiadomo z doswiadczen (por. np. [4], str. 152—155), wartosci K podane w tabli-
cy sg na og6t zbyt duze, nierealistyczne. Wynika to miedzy innymi ze statystycznej re-
dukcji bteddw, a-niekiedy ze szczegdlnej korelacji bteddw.

Wilkinson sugeruje zastapienie we wzorze (3) wielkosci K z tablicy przez jej pierwia-
stek kwadratowy w celu uzyskania bardziej realistycznej oceny (ale juz nie oszacowania
z gory) wielkosci btedu. Poniewaz wyznaczanie przyblizonej odwrotnosci B macierzy A
podwaja (lub nawet potraja) koszt calego procesu, wigc wypada zapytaé, czy mozliwe
jest uzyskanie tariszym kosztem réwnie dobrych (raczej — réwnie niedobrych) oszacowan
bledu wytworzonego?

2. Pewna odpowiedzia na to pytanie jest préba kontroli ,,na biezaco” doktadnosci
algorytmu eliminacji z pelnym wyborem gléwnego elementu.

Przez ,,6s’zacowanie btedu” bgdziemy rozumieli tutaj dodatnia wielkos$¢, w miarg po-
siadanej informacji — tego rzedu, co btad (nie bedaca na ogdt ograniczeniem gérnym ble-
du). W omawianym systemie kontroli doktadnosci stosowano nastepujace reguty wyzna-
czania takich oszacowa: '

(i) jesli & jest oszacowaniem btedu g, to |c| - @ jest oszacowaniem bledu ¢ - a;

(ii) jesli a i B s oszacowaniami bleddw a i b, to za oszacowanie btedu a * b przyjmu-

Jemy
max (o, f) lub +/a? + 2.

Korzystajac z tych regut mozna koszt kontroli doktadnosci algory tmu eliminacji spro-
wadzi¢ do 2n? mnozen. Eksperymenty wykazaty, ze otrzymane oszacowania bledu roz-
wiazania byly na ogét 10-100 razy wieksze od samych bteddw.

Obszerniejsza informacj¢ o tym systemie kontroli doktadno$ci oraz procedure algolo-
wa, ,, Gauss Control” mozna znalezé w [1].

Liczne prace (por. np. [6]) poswiecone sa metodom analizy przedzialowej. Koszt ta-
kiej kontroli doktadnosci siega z reguty n® dziatan, a jakoé¢ uzyskiwanych oszacowan
(lub bl¢déw) nakazuje daleko idaca rezerwe do takiej realizacji zadania.

3. Jak wida¢ z tablicy 1 zastapienie arytmetyki fl arytmetyka fl, (lub ﬁ) poprawia
w niektérych przypadkach wydatnie charakterystyke stabilnosci algorytmu. Badania
eksperymentalne réznego typu potwierdzaja te teoretyczna ocene.
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Realizacja arytmetyki fl, jest jednak w niektérych maszynach bardzo kosztowna
(np. w typowym algorytmie algebry liniowej na maszynie GIER koszt wzrasta o 150%).
Natomiast realizacjaary tmetyki fi wydaje si¢ stosunkowo prosta i mato kosztowna (na
maszynie GIER koszt wzrasta o okoto 15%).

W przypadku zadan algebry liniowej arytmetyka fI rézni si¢ od fl jedynie bardziej
skomplikowanym algory tmem obliczania iloczynu skalarnego dwu wektoréw.

Jesli chcemy obliczy¢

4 =Z a;.- bl.

=1

(przy a; bl. danych numerycznie w fl), to nalezy postuzy¢ si¢ nastepujacym algorytmem
Mollera (por. [3]), zapisanym w pesudo-algolu:

c =5 :=0;

fori := 1 step 1 until n do

begin
v :==a.x b.;
1 1
u :=s+tuv;
c :=s—u+tv+c;
s =u
end;
pr=s+tc;

Pewne istotne wtasnosci tego algorytmu sa opisane w [2], tu ograniczymy sie do po-
dania przyktadu eksperymentu numerycznego, wykonanego na maszynie GIER.

Przeprowadzono obliczenia wartosci wlasnych licznych macierzy testowych. Na
przyklad, dla macierzy:

80 79 1
19:% 79 1

A80 el i e
| B 1

Transformacja Ortegi-Householdera sprowadzono Agy do postaci trojprzekatniowe;j,
a nastepnie metoda bisekcji uzyskano przyblizenia wartosci whasnych (por. [8], [9], [11]).

Tablica 2 pokazuje przykltadowo btedy otrzymanych kilku przyblizen wartosci wlas-
nych macierzy Agg «

TABLICA 2
Wartos¢ wlasna Btedy: fl fl fla;3
2.50095215,90—1 1.9,0—7 —7.810—8 —7.810—8
2.87776346,0—1 5.1;0—6 3.410—8 —1.540—7
6.12980701,0—1 2.4,0—6 —4.1,0-—8 —4.140—8
105.137230 1.4,0-5 1.20—6 7.210—7"

Badania teoretyczne i eksperymentalne wydaja si¢ wskazywaé na szczegblna uzytecz-
nos¢ ary tmetyki fl (lub fl; ) w algorytmach wykorzystujacych rozktad unitarno-tréjkatny
(badZ inne rozktady pokrewne) macierzy. Ta klasa algorytméw z kolei jest obecnie szero-
ko stosowana do konstrukcji uniwersalnych procedur bibliotecznych.
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Ze wzgledu na niesymetryczne zaokraglenia w arytmetyce GIER - algolu zjawisko ku-
mulacji bledow wystepuje tu w sposdb szczegdlnie dobitny i korzy$¢ ze stosowania aryt-
metyki fi jest tu oczywista. Uwazalimy wiec za wskazane opracowac wersje procedur bi-
blioteki programéw ZON pracujace w arytmetyce fl. ‘

Prace te, wraz z testowaniem, sa w toku (zmiany i ulepszenia dotycza cz¢sto nie tyl-
ko przejscia od arytmetyki fl do fl). W spisie na koncu tego artykutu podajemy kilka tak
dopracowanych procedur.

Uwazamy, Ze przeniesienie tych procedur na inne maszyny niz GIER (np. na ODRE
1204) wymaga przeprowadzenia odpowiednich badan.
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