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O. WSTEP

Prezentowana praca zawiera przeglad metod i wynikéw dotyczacych
konstrukcji przedziatu ufnosci o zadane]j z géry szerokosci i przy
zadanym poziomie ufnosci dla parametru bedacego gérnym ogranicze-
niem nosnika rozktadu., Na ogét nie jest mozliwa konstrukcja takie-
go przedziatu na podstawie préby o ustalonej licznosci. Okazuje
si¢, 2ze zadanie to mozna rozwigzaé¢ za pomocg procedur sekwencyj-
nych, w ktérych licznosé préby staje sie zmienng losows.
Zagadnienie estymacji statoprecyzyjnej jest w teorii estyma=
¢Ji zagadnieniem bardzo waznym, z tego tez wzgledu literatura
zZwigzana z tym tematem Jest bardzo obszerna, a chyba najpeiniej=
szy przeglad wynikéw podany jest w monografiach Govindarajulu (7]
i 2acksa [16]. Jednakze, przewazajaca liczba prac dotyczy jedynie
asymptotycznych przedzialréw ufnosci (asymptotyka ze wzgledu na
szeroko$é przedziatu dagzsca do zera), ktérych przydatnosdé w prake

[149]
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tyce Jjest ograniczona. Nawet w do$é dobrze zbadanym 1 opisanym
przypadku staloprecyzyjnej estymacji wartoéci oczekiwanej w roz-
ktadzie normalnym uzyskane wyniki nie sg ciggle w petni zadowala=-
jace. Praktycznie nie ma zadnych ogdlnych metod estymacji stato=-
precyzyjnej. Do wyjatkéw nalezg tu dwustopniowa procedura Steina
i jej modyfikacje (patrz np. [11]), dotyczgca problemu estymacji
parametru potozenia, ogélna dwustopniowa procedura Birnbauma i
Healy%ego [2] oparta na nieréwnosci Czebyszewa oraz procedura se=-
kwencyjna Zieliniskiego [17] . Rozwineta sie natomiast teoria asymp-
totyczna, zapoczgtkowana pracami Anscombe’a [1] oraz Chowa i Rob=-
binsa [4],

W niniejszej pracy interesowaly nas bedg gtéwnie wyniki nie-
asymptotyczne,

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwaimy przestrzen statystyczng (R_, B,, {Pgs 9 >0}), gdzie R,
Jest péiprosta dodatnig,a B+ - ¢ =ciatem podzbioréw borelowskich
na R+. Dla kazdego 6 >0 nodnik rozktadu P, jest w przedziale
[0,6] « Innymi stowy, jezell Fy jest dystrybuanta rozktadu Fj, to
spetniony Jest nastepujacy warunek:

(1.1)  [F, ()€ (0,1)] <==>[x¢(0,0)].
Niech X,,X5s oo bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych

o Jjednakowym rozktadzie Pb. Dla ustalonych, dowolnych wartoséci
d &0 oraz g ¢(0,1) chcemy wyznaczy¢ ciag estymatoréw parametru

(102) én= é‘n(x1.x2' ooy )Sl)
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oraz regute zatrzymania T takg, 2e
(1.3) pile-6.|>ajs y (VO >0

Inacze]j méwigc chcemy, aby ( 3?- d, 8?4- d ] byt przedziatem ufnoé=-
ci dla parametru 6 na poziomie ufnosci 1 = 1 .

Klasa rozktadéw prawdopodobieristwa opisana warunkiem (1.1)
jest na tyle obszerna, 2e znalezienie jednej, uniwersalnej procee
dury estymacji umozliwiajacej oszacowanie parametru @ Jjest nie=
mozliwe ( [19]). Problem zostal rozwigzany w pewnych szczegdlnych
przypadkach, ktére zostana oméwione w pracy. Sa to:

(a) przypadek rozktadu z nieznanym parametrem skali, tzn.
dystrybuanta Fy(x) = F(x/0), gdzie F jJest znang dystrybuanta;

(v) przypadek rozktadu posiadajgcego pewng symetrig, tzn.
dystrybuanta speinia nastepujacy warunek

. e
(3%, p >0) (V6 >0) (Vxe(0, &‘HJ)
0 < Fy(oxx+) g p(1 = Fy(0=x))3
(c) przypadek rozktadu jednostajnego na przedziale [0,0].
2, PRZYPADEK ROZKLADU Z PARAMETREM SKALI
Niech F bedzie znanz dystrybuanta rozkYadu o noéniku w przedziale
{0,1]., Dystrybuanta rozktadu P, zadana Jest réwnodcig

(2.1) Fylx) = F’(%:- )

Blum i Rosenblatt [3] (patrz takze [16]) udowodnili nastepujacy
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LEMAT 2,1. Niech F bedzie rodzina rozktadéw prawdopodobieri-
stwa zaleznych od pérametru skali 0 , o ges*tosciach %f{%ﬁ,
cigglych w nodniku ze wzgledu na O . Wtedy nie istnieje
przedziat ufnosci dla parametru 8 o ustalonej szerokosci
d, postaci [6(X). 6(X) + d ] skonstruowany na podstawie
préby o licznosci 1, tzn., (Vd >0)(Vy ¢ (0,1))(‘9’60))(3970)

P8O ¢ G +d )<t =g,

Bezposdrednio z lematu 2.1 wynika, ze dla klasy rozktadéw cigg-
tych z parametrem skali nie mozna wyznaczyé przedzialu ufnosci o
zadaneJj precyzji na podstawie préby o ustalonej licznosci. Rozwig-
zania tego problemu nalezy zatem szukaé¢ w klasie procedur wielo=-

stoprniowych lub sekwencyjnych.

2.1, Dwustopniowa procedura Birnbauma i Healy’ego

Birnbaum i Healy [2] podali pewna ogdlnz metode konstrukcji prze=
dziatéw ufnosdci o zadanej precyzji. Oméwimy teraz zalozenia tej
metody oraz podamy sposéb jej wykorzystamia do rozwigzania nagzego
zadania, v
Niech x1,
wych o dystrybuancie Fg i niech d > O oraz K~e(0,1) bedg usta=-

X3¢ ¢eo bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych loso-

lone,

Zatozenia:

(a) (Ing 20) (Y 3 ng) (3t = (X, Xy eeey X))
Eg {t(XqeXgy «vuy X)) =0,
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tzn. istnieje nieobcigZony estymator parametru O ;

(b) dla wszystkich n 2 n, istnieje wariancja estymatora t

. Vo {t(XeXys eees X)) = 5%(6, n);

(¢) istnieje mg > O takie, 2e dla wszystkich m 2 m, istnieje
catkowitoliczbowa funkcja

n = n(x1. esvy im) 2 Ny

taka, ze

6202) EQ {62(0 ’ n(x1' XY xm))} \< X'dz

dla wszystkich mozliwych wartos$ci parametru 0O,
Procedura estymacji:
I. Pobieramy prébe wstepng o licznosci m > Mgs Ko eeey X
i obliczamy wielko$é drugiej préby n = n(x1. ey Xm);
I1. Niezaleznie od X1, eney Xm pobieramy drugg prébe Xm+1’ ceey Xm+n
i obliczamy warto$é estymatora t = t(Xm+1. voes Xpon)e

Wtedy [t (X ceer Xon) - 4, t(xm+1. ceey Xoan) + d] jest prze~

m+1°*
dziatem ufnoéci na poziomie ufnosci 1 - y . Istotnie, korzystajgc

z nierdéwnosci Czebyszewa, otrzymujemy

PG{’t(xm+1’ coee Xpun) - of » d’} <
Eg02(0, n(Xyy vevy X)) ra?
S 2 £ Tz =¥

d d
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Latwo zauwazyé, ze stosowalnosé tej procedury Jjest w znacznym
stopniu ograniczona koniecznosciag znalezienia odpowiedniej funkcJji
N(Xqs eeey Xp)e W przypadku rodziny rozktadéw {Py» 6>0}, dla
ktérej G Jest parametrem skali, autorzy proponujg przyjecie jako

estymatora nieobcigzonego parametru

3

X
i

t L .

RE4 (X)

wéwczas

6'2 (Q'n) s T =

2 n
n E1(x)

v, (X)
gdzie C = 1 , a funkcja wielkosci drugie] préby n musi spet-
Ef (X)

niaé warunek (2.2}, tzn.

il A
FUne eens X017 g2

Licznoéé drugiej préby mozna zatem okres$lié Jjako
A xdz}
1]

n(Xﬁ. ey Xm) = min{n znoz-% < By econy xm)"_C

gdzie g(x1. esey Xm) Jest nieobcigzonym estymatorem parametru 9'2
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W przypadku rozkadéw o noéniku w przedziale [ 0,6 ], na ogé?
najlepszym oszacowaniem parametru 6 Jest maksimum z préby, a nie
érednia z préby. Dlatego tez wygodniej Jest jako nieobcigzony
estymator parametru 6 przyjaé

max(X1, seey Xm)

t =
Eq { max(Xys «eey X))

L ]

Wéwczas
62 (8,n) = 92 p(n) ,

gdzie ¢ =zalezy tylko od n. Analogicznie jak poprzednio

2

. d
Eg { @ (s eoes XN} ¢ —% .
0
Poniewaz
EG . 1 } =1_2\};(m),
max (Kgy eees Xp) 4

gdzie Y nie zalezy od B , mozemy przyjaé

y d° )

NR(X4y eeuy = min ny : (n)\<
X4 Xp) = ml { ot ¢ maxz(x1.---oxm>v(m)r

Wadg takiego postepowania jest to, ze nie mozna znale?é funkcji
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licznosci drugiej préby ogélnie dla wszystkich rozktadéw Pg .
gdyz zalezy ona w sposéb istotny od postaci nieobcigZonego esty-

matora parametru 9 -2,

2.2, Procedura wielostopniowa

Podstawowymi wadami procedur dwustopniowych sg: dowolnos$é doboru
wielkosci préby wstepnej oraz duza wariancja licznoéci drugiej
préby w przypadku, gdy préba wstepna ma zbyt matg licznos$é, Dla-
tego o wiele lepsze i ,bezpieczniejsze", z uwagi na mniejszg na
0gdét wariancje licznosci préby, sg procedury wielostopniowe i se=-
kwencyjne.

Przedstawimy teraz wielostopniowg procedure estymacji parame-
tru 6 w rozktadach o dystrybuancie (2.1), nie wymagajgcg zadnych
dodatkowych zalozen o F.

Ustalmy d > O oraz ¢ ¢ (0,1). Jako estymator parametru 6

przyjmiemy
(203) en = en(x1' ooy Xn)a max(X1, oy Xn>.
gdzie X,, X5+ ¢se Jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych

o jednakowej dystrybuancie (2.1). Zdefiniujmy catkowitoliczbowg
funkcje N: (0,1) —> N réwnoscia

i Iny }
(2.4) N = N(x) = min YneN: n > .
In(F(1 = x))

LEMAT 2.2. Jezeli ¢ Jjest zmienng losowg o wartosciach w
przedziale (0,1), niezalezns od ciggu obserwacJji Xﬁ.Xé, csey
to
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. A
(2.5) Pg{ 0 = Oy, >e-0)< g

dla wszystkich © >0,

D o wd d. Oznaczmy przez G dystrybuante zmiennej losoweld £ .
Niech a

o= 1 oraz dla k = 1,2, «ee.
Cags apq) = fxe@©,M: N(x) = k}.

Oczywiscie przedziaty | By, 8, _4)9 k = 1,2, e« tworzg rozbicie
odcinka (0,1). Przyjmujac

F (y) = sup { x: F(x) < v},

tatwo zauwazyé, 2e

ak=1-F-1(X‘

o0
=5 PyfiMyey *€ <1 el a ] =

=f j [ g dFk(x)]dG(e) -

Kk* ak-1) (0,1-63

=5 J [ka-eﬂ dGe) € ¥
[3ye k-1
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gdyz dla ec¢ [ak, 8y.q) mamy

1
F¥(1-e) < F(1-a,) = FX Rl (b’k”S L

Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, Ze rozktad Py nie ma
atomu w zerze, tzn. P, {X = 0}=F(0+) = 0 dla wszystkich @ >0.
Wykorzystujgc/lemat 2,2, mozemy estymowadé parametr @ wedtug
ponizszej wielostopniowe] procedury estymacji. Najpierw jednak
wprowadzimy kilka niezbednych oznacze:.

Niech xo, X1, X2, «es bedzie ciggiem niezaleznych obserwacji
zmienneJ losowej o dystrybuancie F, . Ciggi zmiennych losowych
(Ni, izo0), céNi, i%0) oraz (ﬁi, 17 0) zdefiniowane sg w naste-

pujacy sposéb:

i
N ~ bl
dla i = 1,2, ..., gdzie Ny =1, Oy =X, a i, = 2 N..
0

Wtedy, przyjmujac
a
K = min {J € N: 0O
otrzymujemy nastepujace
TWIERDZENIE 2.1. Dla wszystkich wartosdci parametru 6 >0

PQ{EK<OO}81
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oraz
(2.6) Py{0-3g >a} <5 |

A A
tzn., [0 Nos 0ﬁ + d ] jest przedziatem ufnosci dla para=-
K K

metru © na poziomie ufnodci 1 - X e

D o wé d. Pierwsza czesé tezy jest oczywista i wynika z faktu,
ze

,j—>90

Aby udowodnié (2.6), zauwazmy, ze w chwili zatrzymania ﬁK
A

~

8 <
NK ~ QN s C2zyli

6
N A N
- K
99{9- QNK>d]\<P9 {Q-GN 7d—7—}-

hit-bw el <5

A

N
Ostatnia nierdéwnosé wynika z lematu 2.2, poniewaz QN i 8y
K K1
sa niezalezne, Oczywiscie

Py {6 6ﬁx >4} < PQ{Q- SNK>d}.
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Procedura wielostopniowa.

Krok«0, Obserwujemy pojedynczg wartosé Xo zmiennej losowej o dy=
strybuancie F; 1 obliczamy licznosé préby w pierwszym
kroku Ny = N ('d‘f—xo).

Krok-1. Pobieramy, niezaleznie od Xge prébe o licznosci N1
Xy9X50 eecs XN1: Jezeli 6N1 = max(X1, coey XN1) < Xge

A

to przyjmujemy [g,ﬁ . (9ﬁ + d] za przedziat ufnosci dla
1 1

parametru O , w przeciwnym razie przechodzimy do kroku-2.
Krok-2, Pobieramy, niezaleznie od XO.Xﬁ, sy XN1, prébe o licze
A A
nosci N2 = N (—d—;\—>, Jezeli QN £ 9N s, to przyj-
d+ 9N1 2 1

A A
mujemy [ 6 N Qﬁz + d] za przedzial ufnosci dla O,
2

w przeciwnym razie przechodzimy do kroku trzeciego itd.

Liczba obserwacji potrzebnych de znalezienia przedziatu ufe
nosci Jest zmienns losowa i wynosi EK + 1. Zauwazmy, 2e przedziat
ufnosci mozna konstruowaé tylko na podstawie ostatnie]j partii NK
obserwacji. Jest to zatem bardzo ,nieoszczedna" procedura estyma-
cji. Powstaje zatem pytanie: czy mozliwe Jjest zmniejszenie licz-
nosci préby?

Przedstawimy teraz skrécong wersje procedury wielostopniowej.
Jest to procedura heurystyczna, sprowadzona Jedynie metodg symu-
lacji cyfrowej i tylko dla przypadku rozktadu jednostajnego, o
czym szerze) bedzie powiedziane w punkcie 5.4, Pewne asymptotyczne
wtasnosci tej procedury zostang oméwione w rozdziale 4 niniejszej
pracy.

Ta nowa, skrécona wersja rézni sie od poprzedniej jedynie tym,

2e w i=tym kroku, i = 1,2, ..., K°, pobieramy prébe o licznosci
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iny '
N, = inf {neMN: n 3 —a (1+ N’I'
In F(1le ——— J=1

d+ B
"1-1

EY

zamiast Ni( o = 1)« Latwo zauwazyé, 2e calkowita liczba obserwa-
cji Jest mniejsza niz poprzednio i wynosi

ln
(2.7) Ns.1+ZN zinfincl‘l. Kd ,
i=1 7 1n F(1 = — %)
. d+éNO
K~1

A N
gdzie K’= min {j € N: QN'. £ QN'. } .
J J=1
W przypadku gdy znamy parametr 0, wtedy

in ¥
(2.8) ny = min{ne N:ny ——+

ln F(1-~§)
obserwacji zmiennej losowej o dystrybuancie Fe zapewnia nam

- A

spetnienie warunku Pg {e - B8_ > d} € ¥ - Zatem wszystkie

%o
wrozsadne" procedury estymacji statoprecyzyjnej powinny speiniad
warunek E9 N > Nye

Trudno jest wyznaczyé wartosé oczekiwang E Ng, mozna jednak

znaleié jeJ oszacowanie z géry., Aby tego dokonaé, zauwazmy naje
pierw, Ze clag

iny
d ’ 1 20,1, eeey K'= 1,

iIn F(1 -—)
d+ BN
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1n
Jest ciggiem niemalejacym, ograniczonym z géry przez ——————Jg;a——,
in F(1- m)

gdzie O Jest prawdziwg wartoscia nieznanego parametru. Niech

( ln ln ¥
inf {i <K=1: g = | —a |
d+ QN/

i

Jezeli takie i istnieje,

K’~ 1, w przeciwnym razie,

9

gdzie [ ] oznacza czesSé catkowita., W takim razie

in
1+N’+.00+N’ < :I+1
1 L+t d
n F(1- gi3)

oraz N£+2 = N£+3 = 4ee = Nﬁ,= 1, jezeli I. <K'= 1,
Niech r bedzie calkowitoliczbowa zmienns losowa okreslong

wzorem

r = inf {m e N: X Z'Xm+1} ’

gdzie X1.Xé, see Jest ciggiem niezaleiznych zmiennych losowych
0 Jednakowej dystrybuancie Fg . Otrzymujemy wéwczas nastepujace

oszacowanie:

in. :
[ K'd +1 + Egry
In F(1- 335)

oczywidcie
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[>2] X
Egr =n§1 Po{r >n} = n§2 Py [ Xg<oee <X }+ 1 €

co ostatecznie daje nam

Iny 7

(2.9) EN — J + e.
S 1n F(1- a—:@')

€]

~N

3o PRZYPADEK ROZKLADU SYMETRYCZNEGO

Zreferujemy teraz wynik przedstawiony w pracy [13]. Aby zrozumieé
dobrze idee tej metody, wyobrazZmy sobie nastepujacg sytuacje. Nos-
nikiem rozktadu Pg Jjest przedziatr o jednym koﬁcﬁ znanym i drugim
nieznanym. Ten nieznany koniec jest parametrem rozktadu, ktéry
chcemy estymowaé z zadang precyzJja. Rozwazmy dwa ciggi estymato-
réw, Jeden szacujgcy znany koniec rozwazanego przedziatru i drugi
szacujgcy parametr 9 . Jezeli dokonamy pewnych zatozen dotycza-
cych rozktadu P (ma przyktad zalozymy symetrig), to mozemy ocze-
kiwaé, ze szybkosSé zbieznosci estymatora szacujgcego znany koniec
pozostaje w pewnym zwigzku z szybkoéciq'zbieznoéci estymatora sza-

cujgcego parametr @ .

DEFINICJA 3.,1. Méwimy, 2e rodzina dystrybuant {Fg, 6 > O}
nalezy do klasy dystrybuant C (X,p )« 70, p > Oy,wtedy i tylko
wtedy, gdy (v0>0) (vxelo, 1))

(3e1) 0 <Fg(kx+) € p(I = Fy(h= x)).
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W dalszym ciggu bedziemy zaktadali, Ze rodzina dystrybuant
(1.1) nalezy do klasy C(x,p) dla pewnych ustalonych o ,p > O.
Zdefiniujmy ciag momentéw zatrzymania (?:i, i » 0) w nastepujacy

sposéb:
Ty = Os
Tipq = inf {ne m: BN e eees Kp ) < a} + 7,

Ponadto, niech
n
k = inf {ne N: () < lf}
A
oraz- Qn = max(X;l, eeey X,). Wtedy, prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 3.1. Dla kazdego § » O mamy

1° Pg{'tk<oo}=1;

2° pe{g-a,[ks al 21 -4
30 Eg’tkl= Fe(l;gd*') H

40 VG Tk:k 1 -Fg(otd+)

[F, (xd+ ]2

Dowéd, 1°, 2% 4 3° Jest natychmiastowa konsekwencja tego,
iz zmienne losowe T4, T, = Tqy esey Ty = Tyg-q Sa nlezalezne

o tym samym rozktadzie geometrycznym z parametrem F,(x d+) w przy-
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padku, gdy Fg(ocd+) <1, Jezeli Fy(xd+) =1, to. Ty= Ty =Ty =
= eee = Ty = Ty g4 = 1. Zauwazmy, 2e 2z definicji klasy C (x,p)
wynika, iz F‘Q (xd+ ) > 0. Aby udowodnié 2°, wprowadZmy nastepujace

oznaczenia:

Y.

141 = max{XTi+1, ceey X’C -} . ia= 0,1,2, eeey k=1,

i+1

Niezaleznosé ciggu zmiennych losowych X49X5s ¢ee pocigga za sobg
niezaleznosé zmiennych iosowych Tye eeey Yk. Oczywiscie dla
i = 1’ seey k !namy

A

Ry <e-a}-pfo, < o-a}.

WykaZzemy najpierw, ze

99{6T1<e-d} spi.

Istotnie, dla xd » 0 - d otrzymujemy P9{9n< ©-d,7,=n}=0

dla wszystkich n>»2, zatem

>

Pe{6T1<G-d}= s {X <0 -a) =F{0-a]¢

B ) ¢ P,

$Fg (9= —
0 x +1 \p+1

Ostatnia nieréwnos$é¢ wynika z (3,1) dla x = 0“_—91 e« Dla xd <6 ~d,
tzn, dla d < &—% . pr‘oste obliczenia dajg nam
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o0 A
P {6t1<e- d}= Z1 P6{9n<9— dy min(Xys seey X4 )>d,
Nn=

0 -1
Xn<0<d}= Z1EFG(e-d)-F (<><d+)]n F, (xd+) =
n=

F, (x d+)
4] .
T1-F, (0-d + Fg(xan € —p*rp v T

Ostatecznie otrzymujemy

-

Pg{atk<e-d]=Pe{max Y, < @ -d}=

. 1¢igk
K k
=£P95Yi<9’d}<(p—5—f) < ¥

Uwaga 1. Klasa C(1,1) zawiera wszystkie rozktady syme-
tryczne wzgledem érodka przedziatu [ 0,9], tzn., takie, dla ktée
rych dystrybuanta Fy (x) = 1 - Fo (QO;- x).+) dla kazdego x.

Uwa ga 2, Jezeli mamy dwie rodziny dystrybuant {F6,0:>O)
i {Gg sy O >0} takie, ze dla kazdego (>0 oraz dla kazdego xeR
Fy (x) £ Gy (x), to warunek {Gg y 6> 0}( C(x,p) pocigga za soby
{Fg » © >0} € C (XyP)e

Uwaga 3, Jeseli dla wszystkich x, p>0 {FO,G >0}¢ Coyp)y
ale istnieje r ¢ N takie, ze dla pewnych of, i P, {Fg,O:>O} c
ccC (uo.po), to mozna estymowaé parametr §, obserwujac wartosci
zmiennej losowe] Y = max(X1. ceey Xr>’ ktdérej nosnik takze zawarty

Jest w przedziale [0,6].
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4, ASYMPTOTYCZNE PRZEDZIALY UFNOSCI

Zanim przejdziemy do oméwienia najlepiej poznanego, jak do te]
pory, przypadku estymacji parametru 8 w rozktadzie jednostajnym
na przedziale [ O, 8] , poswiecimy nieco miejsca na przedstawienie
koncepcji asymptotycznych przedziatéw ufnosci o zadanej precyzji.

W dalszym ciggu bedziemy uzywali jedynie estymatora (2.3).

DEFINICJA 4.1. Regula zatrzymania ¢ = t (d,yx) Jest asymp-
totycznie zgodna wtedy i tylko wtedy, gdy '

N
(4,1 lim P {8 -0, >d} ¢ Yo > O.
+1) as 9{ T } ¥
Dla odréznienia, gdy spelniony Jest warunek (1.3) méwimy
o fcistej zgodnosci.
Niech no(d,5~,9) bedzie najmniejszg liczbg naturalng taka,
ze

Py {6~ an0> ¢} <y Vve>o.

DEFINICJA 4,2, Méwimy, ze reguta zatrzymania ¢ = ¢ (deg)
Jjest asymptotycznie efektywna, jezeli:-

EQT

(Q.Z) lim
) no

d—0

= 1 ¥Ye > 0.

Wradnie te dwa pojecia: asymptotycznej zgodnosci oraz asympto-
tyczne) efektywnosci lezg u podstaw koncepcji statoprecyzyjnej
estymacji zapoczatkowanej praca Chowa i Robbinsa [4], nastepnie
rozwijanej przez bardzo wielu autoréw (patrz (7], [16]). Asympto-
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tyczna teoria jest bardzo atrakcyjna z uwagi na mozliwodé wyko-
rzystania centralnego twierdzenia granicznego dla losowo indekso=
wanych ciggdéw zmiennych losowych ( [1]). Jednakze w praktyce bar-
dziej przydatne sg reguty $ciéle zgodne.

Przedstawimy teraz wyniki pracy [ 6], pozwalajace wyznaczyé
asymptotycznie zgodng i asymptotycznie efektywna regule zatrzymae
nia dla pewnej klasy rozktadéw ciagtych, okreslonych na przedzia=-
le (a,8], ae R, przy czym a nie musi byé skoriczone, jak do tej
pory. Dopuszczalny jest przypadek, gdy a = - o . Zaktadamy jedy-
nie, 2e dla wszystkich 0O¢R oraz matych d >0

(4.3) FGQO-—d)=1-(cé+ &d)d,
gdzie Co > 0, oraz

(4.4) lim €4 = O.
d—0

Z (4,3) wynika, ze

1 e*  dla x €O,

-~

(4.5) lim P 8 -0 < x =
n—0 ol on Cyn } 1 dla x > 0.

Zaréizmy, ze znamy wartosé Fo (6= d). Dla matych d > O oraz

duzych n mozemy przyjaé

A
P, {8~ 0, 7d} ~ emdncy o o=n(1-F, (6 = d))

Zdefiniujmy ng = ny(d, '5,9) Jako
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=lny }

(b4e6) n0=inf{neN:n>, T-F(8 -

Z (4.4) wynika, ze hm c& 0 > =ln ¥ Tym samym otrzymujemy
(4.7 lim P 3 g 08 g 6 +dI>1-x. -
" a2 ot o o J g

Zatézmy teraz, ze wartosé Fg (6 = d) jest nieznana, a jako jej

oszacowanie przyjmiemy wartoéé dystrybuanty empirycznej

n

n .
n 1 n
Fol8,=d) = 4; I{xi< On-d},
gdzie I{A] oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A.
Rozwazmy nastepujgqcg regute zatrzymania N = N(d,\g)

=1ln ¥
1 - F‘n(en -ad)

(4,8) Nainf{ne N: n >

tzn.

(4.8°) N = inf {neN- i; 1{x, > 8,-4d] > -1ng},

oraz przedziat ufnosci dla parametru @ postaci

A A

(409) IN ='[ QN’ QN + d] .

Prawdziwe Jest nastepujace
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TWIERDZENIE 4.1, Dla kazdego 8

1° Py{N<o}=1 oraz EN < oo, /
20 1im N = co  p.w. oraz 1lim E,N = oo,
d—>0 d—0
5° dl—iino%o =1 Peve
40 lim P {0e In} =1 - y (asymptotyczna zgodno$é),
d -0
o EoN
5 lim = 1 (asymptotyczna efektywnosdé).

d—0

Dowéd. 1° Oznaczmy przy Y; = I{X; > 0=~dj, 1 = 1,2, ...
Wéwczas (Yi, i » 1) jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o Jednakowym rozktadzie dwupunktowym

P{Yi=1}=p=p(d)=1-P{Yi=0}=1-FQ(G-d).

Zauwazmy, 2e
/

n n
Zy= 1 X0, - a) e T T{e-drXo, - a)e s,

n
gdzie Sn = i§1 Yi. Zatem N N1 = inf{n € N: Sn>/ a} . gdzie

a = -lny. Oczywiscie EgN; <2 4 a stad EgN < 0.

Teza 2° wynika bezposrednio z definicji reguly zatrzymania N
oraz z twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod
znakiem catki.

30 Najpierw wykazemy, ze Fn(an - d) jest mocno zgodnym esty=-
matorem wartosci F (6 - d). Istotnie
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|Fp(By = ) = Fo (0= a)|<|F (8, = d) = B8, =)+
+ B8y - d) = Fg0-a)| g p

< sup]Fn(x) - Fy(x) ]+ IFg(é\n -d) - F (8= d)|—>0 DeWe
x

Pierwszy sktadnik zbiega p.w. do zera z twierdzenia Gliwienki, nae-
\
tomiast zbieiznosé drugiego wynika z ciggtosci dystrybuanty F9
A
oraz mocnej zgodnosci estymatora On. Stgd otrzymujemy, 2e

1-F(98~a)
lim < = 1 PeWe o
n—o 1 - Fn( Qn-d)

Z lematu 1 w [4] (takze lemat 10,10.1 w [16]) dla f(n) = n,

1 =-F (8 ~4d) ~lny
= raz t = otrzymujemy
° T-F (- °

v
n A
1-F (8, -a)

= 1lim E=1 PeWe o

d —0 o

o=

lim
t-»

»

4° Ciag ( 6n-. n>1) spetnia warunek Anscombe’a jednostajnej

ciggodci wedtug prawdopodobierstwa (tw. 6 w [1]), ponadto z 3°
mamy lim % =1 pew.,co razem z (4,7), na podstawie twier-
d—0 0

dzenia Anscombe’a (tw. 1 w [1], takze tw. 10.10.5 w [16]) daje

nam asymptotyczng zgodnosé reguty zatrzymania N,

5° Poniewaz z 3° L — 1 z prawdopodobieristwem 1 przy d — 0,

o

wystarczy wykazaé, 2Ze rodzina {'Nng s d >0} Jest Jednostajnie
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catkowalna, Z uwagli na definicj (4.6) jest to rdéwnowazne
€ g

jednostajnej catkowalnosci rodziny
{pN, pe O, 1)3 .

Korzystajac z kryterium jednostajnej calkowalnosci de la Valle’a-
-Poussina ([18], tw. I1.22) oraz z faktu, iz NS Ny, wystarczy

wykazaé, ze

sup Eg {pzN%} < o dla kazdego ¢ .
pe(0,1)

Zauwazmy, 2e z definicji reguty zatrzymania N1
a dla a catkowitego,
N4
[a] + 1 dla pozostatych a,
Ponadto z tozsamosci Walda mamy

EQSN1 = p E6N1

oraz

2
E, { sN1 - Np}  =p0 - PIEN, .

Zatem
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2 dla a calkowitych,

a(l1 -p) +a
(fa] + )0 = p)+([a] + 1)2 dla pozostatych a,

a stgd wynika, zZe

sup Eg{pZNZZ < oo
pe(0,1)

81.

E,N
dla kazdego © 1 tym samym lim o
a—o0 "o

Powréémy na chwile do przypadku rozktadu z parametrem sl.aii,
rozwazanego w rozdziale 2 oraz skréconej procedury wielostopnio-
wej wyznaczonej regutg zatrzymania Ng (247). Jezeli ograniczymy
sie Jedynie do rozktraddéw prawdopodobieristwa speiniajacych warunek
(4¢3), to jako wniosek z twierdzenia 4,1 otrzymujemy asymptotyczng
zgodnosé i asymptotyczng efektywnos$é reguly zatrzymania Ng. Istot-
nie, z okresdlenia (2.7) wynika, Ze dla

Iny
>
In F(1 -

(4.10) Tp = inf in>,1: n

.

~

d+9n

prawdziwa jest nierdwnosé

Ng 2 €

S F!

co razem z monotonicznoscig ciggu estymatordw On daje nam

Py {0 -SNS > d} < Py {0- 6% > d).
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Niech ng = n.F(d, 5 +6) bedzie zdefiniowane wzorem

in y

=inf{nz1: n > .
F {n> TN TC PRI !
Wéwczas z (4.3 ) otrzymujemy
ln g
lJ.m cean = lim ¢, = «lny,

d—>0° ln(1 = (g + £4) d+9)

a co za tym idzie, tak jak w (4,7), mamy

11mP0
d—0 i"v

A .
£ 6 g ® + d} > 1 - .
ng )
Powtarzajac rozumowanie z tw. 4.1, otrzymujemy asymptotyczng
zgodno$é oraz asymptotyczna efektywnosé reguty zatrzymania Tpe
Zauwazmy, 2e asymptotyczna efektywnosdé NS wynika z relacji (2.9)

oraz z tego, %e

lim YTLF'S 1.
d—0 "0

Ponadto mamy EQNS -np £ e~ 1.
<
5. PRZYPADEK ROZKLADU JEDNOSTAJNEGO NA PRZEDZIALE [0, 8]

Problem estymacji parametru 6 w rozktradzie U(0,0) jest problemem
bardzo dobrze poznanym (patrz np. [5], [8], [10], (12]). Nawet
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w przypadku estymacji statoprecyzyjnej od dos$é dawna znane sg
przyktady procedur dwustopniowych, Ponadto wszystkie dotychczas
opisane w pracy metody estymacji, mozna wykorzystaé do szacowania
parametru 6 w rozktadzie jednostajnym. Daje to nam mozliwo$é po=-
réwnania tych metod. Kryterium stuzacym do oceny bedzie wartosé
oczekiwana wielkos$ci préby potrzebnej do konstrukcji przedziatu
ufnosci o zadanej z géry szerokos$ci. W kolejnych punktach tego
rozdziatu przedstawimy poszczegdlne procedury estymacji oraz ich
poréwnanie,a takze przedstawimy prébe wyznaczenia optymalnej rr.--
guty zatrzymania, optyma}nej w sensie minimalnej wartosci oczeki-

wanej licznosci préby.

5.1. Dwustopniowa procedura oparta na nierdéwnosci Czebyszewa

Idea tej metody zostata przedstawiona w punkcie 2,1, Jako estyma=-
tor parametru @ przyjmujemy estymator nieobcigzony oparty na mi-
nimalnej statystyce dostatecznej

n+1

A
tn = '—ﬁ— max(x1' XXy} xn)o

Wariancja tego estymatora przy ustalonym n jest nastepujaca

2
n(n+2)*

62(9, n) =

Ponadto, dla m > 3

-2

A

gm =;l‘;_2[max(x1' seey XDQJ
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Jjest nieobcigZonym estfhatorem parametru (9'2. Stgd wynika, 2ze
funkcje liczno$ci drugiej préby n mozna zdefiniowaé w nastepujacy

sposdb:

2
. m(max( ese )
nz JC + ik * X)) -1
(m=2) g\dz

(501) n(X1' sovy 'xm)ﬂinf ne N:
Wéwczas

n+1 n+l
PTT max Xy, soer Xpen =de "j max(Xm+1, ever Xpyp) * d

Jjest przedziatem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnosci
1 - § o« W tabelach 1-3 podano za [8] wartosci oczekiwane

Eq {n(x1, eves xm)} dla m = 5, 20, 50 oraz f= 0.1, 0.05, 0.01.

5.2« Optymalna procedura dwustopniowa Graybilla i Connella

Z uwagi na to, %e 2zaden z estymatordéw parametru O , bedacych
funkcja minimalnej statystyki dostatecznej nie Jjest lepszy, w
sensie minimalizacji prawdopodobieristwa (1.3), a dla @n (2.3)
prawdziwa Jjest zawsze nierdwnosé 611$ B , wygodniej Jjest uzywaé
jako estymatora - maksimum z préby niz estymator nieobciazony gn'
Dlatego tez, w dalszym ciggu bedziemy stosowal jedynie 6n‘
Pomyst metody opisane] w pracy [8] polega ma tym, aby w wyra=-

zeniu

Iny
5.2) N, = inf{ ne fN: n
( 0 74 1n<1 -a_) ’

)
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ktére Jest licznoscig préby zapewniajgcej po raz pierwszy spel-
nienie warunku Py {6 - 6n > d < ¢ w przypadku znanego 6 , pa-
rametr 0O zastapié wartoscia estymatora uzyskang z préby wstepnej
0 licznosci m. Jako funkcje licznosci drugiej préby przyjeto

Dy = DXy, seey X)=inflic N: iy g }:

- b(m,x) d
1ni1 max(x1, evey XID

gdzie bim, g ) < 1.
Udowodniono, 2e istnieje taka najwigksza funkcja b = b(m,y)
n A
niezalezna od 0, ze [Onb, an
na poziomie ufnosci 1 - y . Funkcja b spetnia nastepujgce réwnanie:

+d] Jest przedzialem ufnosci

-

Z

1
b™ (my+1) b mel
——5—1—m+ +j § o mz dz:x,
b

Warto$¢é oczekiwana licznosci drugiej préby dla tej metody jest
znacznie mniejsza niz dla metody opartej na nierdwnosci Czebysze=-
wa, Szczegbélowe wyniki, poréwnania oraz tablice funkcji b(m, ¥)
dla réznych wartodci m i § mozna znaleZé w [8] (takze w [7]).
(Patrz tabele 1-3.)

5¢3. Procedura sekwencyjna

Wyniki rozdziatu 3 mogg by¢ w peini wykorzystane przy konstrukcji
przedziatu ufnosci dla przypadku U(0,0) . Latwo zauwazyé, Ze ro-
dzina rozktaddéw jednostajnych jest zawarta w klasie C(x ,x) dla

kazdego o« > O ( 3.1). Ponadto, dowolnosé doboru x daje nam mozli=-
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wosé wyboru k w regule zatrzymania t,. Jezeli

przy czym ostra nieréwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

k__
A d
—_—Ld >0 -d, czyli

~x = 70
1 - Ny 1-Ng

Przy tak dobranej wartosci parametru «x , reguta zatrzymania T Kk

ma wartos$é oczekiwang
E, T, = k max {1 9.
@ "k ) rd

oraz wariancje

E,t
\ 8 "k
VQ ’Ck = Eg Tk < - 1> .

Poniewaz funkcja (k) =k k—x—jest malejgca, wiec wartoscé
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oczekiwana Ee Ty osigga swoje minimum, przy ustalonym stosunku %— ’

Jedli

_1;_1‘\/731,
5y

L
d

Stad otrzymujemy oszacowanie od dotu na wartosé oczekiwang

Iny
EgTyg > = ——/—a- =M dla kazdego k.
ln(1 +'g—)
Na zakoriczenie zauwazmy, 2e nie istnieje takie k, ktére minimali-
zowaloby wartos$é oczekiwang Eg'tk Jednostajnie wzgledem 6 ., Mozna
tego dokonaé jedynie dla wybranych wartosci <% . Wartosé M jest
mniejsza od tgcznej wielkosci préby w optymalnej procedurze dwu-

stopniowej 5.2. Fakt ten zostat zilustrowany w tabelach 13,

5.4, Skrécona procedura wielostopniowa

Dystrybuanta rozktadu jednostajnego spetnia warunek (4,3), Istotnie

F,(0-d)=1-3a ala dgo.
Zatem reguta zatrzymania Ns Jest asymptotycznie zgodna i asympto=
tycznie efektywna, Ponadto, dla wybranych wartosci %—, przepro-
wadzono symulacje te] procedury. Uzyskane wartosci %‘ éstymatoréw
prawdopodobieristwa nie pokrycia przez przedzial [6N ’ 61‘1 +d ]
prawdziwej wartosci parametru 6 mieszczg sie w 95% grzediialach

ufnosci. Ciekaws wtasnoscig tej procedury jest to, Zze wariancja
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VeNs Jest wielkoscig bardzo mala. Odpowiednie wyniki zestawiono
w tabelach 1-5:

Matra wariancja licznosci préby, pozytywne wyniki symulacji
oraz asymptotyczna zgodnosé uzasadniajg stosowanie tej procedury
w praktyce, Jednakze najwazniejsze Jest to, Ze zapewnia ona prze=-
dziat ufnodci o szerokosci d przy Srednio najmniejsze]j licznosdci

préby w pordéwnaniu ze wszystkimi innymi, znanymi procedurami.

5.5. Poréwnanie metod estymacji

W tabelach 1-3 s3 przedstawione odpowiednie warto$ci oczekiwane
préb gwarantujgcych statoprecyzyjna estymacje paramteru 6 w roz-
ktadzie Jednostajnym U(0,0) dla wybranych wielkosci stosunku %
oraz dla pozioméw ufnosci 0.9, 0,95, 0.99.
W tabelach nie umieséczono wartosci oczekiwane] licznodci
préby dla procedury opartej na nieréwno$ci Czebyszewa z uwagi
na to, iz jest ona znacznie gorsza od procedury 5.2, Poréwnanie
obu tych metod mozna znaleZé w pracy [8] (takze w([7]).
W tabelach umieszczono nastepujgce wielkosci:
1 - wybrane wielkosci stosunku % H
2 - wielkosé Ny (5.2)3
3 = wartodci oczekiwane En, licznodci drugie] préby dla dwu=
stopniowej procedury 5.2 dla m = 5, 20, 50 (na podstawie
pracy [8]);
4 « ograniczenia dolne M dla wartosci oczekiwanej w procedurze
sekwencyjned 5.3;
5 « wartosci oczekiwane Ee'rk w procedurze sekwencyjnej 5.3 dla
wybranych wartosdci k;

6 - wartos$ci oczekiwane E licznos$ci préby w skréconej procedurze
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wielostopniowej, wariancje V tych licznodci oraz zaobserwowa- '
ne w symulacji wartosci estymatordw % prawdopodobieristwa nie
pokrycia przez przedziak ufnosci prawdziwej wartosci parame-
tru O =~ wszystkie te wielkosci uzyskano na drodze symulacjii

tysigca historii procesdéw estymacji.

5.6. Problem wyznaczenia optymalnej reguty zatrzymania

Problem statoprecyzyjnej estymacji parametru © w rozktadzie
Jjednostajnym U(0,6) wydaje sie na tyle prosty, 2e naturalne

staje sie pytanie, czy istnieje taka Scisle zgodna reguta zatrzy-
mania 7%, Ze warto$é oczekiwana Eet*' jest najmniejsza dla wszyst-
kich regut $cisle zgodnych. Oczywiscie klasa wszystkich regutr za-
trzymania Jjest bardzo obszerna, Dlatego tez w dalszych rozwaza=-
niach ograniczymy sie jedynie do regut niezrandomizowanych, opar=- .
tych na minimalnej statystyce dostatecznej postaci

(5.3) Na=infinyt: G ez},

gdzie (Zn, ny1) Jjest pewnym ciagiem zbiordéw, Poniewaz parametr

8 w rozktadzie jednostajnym U(0,9) Jjest parametrem skali, wiec
rozsadne wydaje sie zatoZenie niezmienniczosci reguty zatrzymania
ze wzgledu na zmiane skali.

ZALOZENIE 1. Jezeli =%. , to

ol

PQ{N(d,5)=n} =P9.{N(d’,5-)=n}, n=1,2, oo

n

Ponadto, ze wzgledu na monotonicznos$é ciggu estymatordw Qn,



182 A, SIEROCINSKI

ograniczymy sig do regu zatrzymania N(d,y) speiniajacych
ZALOZENIE 2, Dla wszystkichd <d’
pQ{N(d, K)sn} < pg{N(d', 5) € n‘j s D =1,2, ee.

Nietrudno wykazaé, Ze bez straty ogélnosci, przy zatozeniach 1 i 2,
klasg regut zatrzymania (5.1) mozna ograniczyé do regut, w ktérych
zbiory Z, sg przedziatami postaci [0, d apl, a € R,.

DEFINICJA 5.1. Méwimy, 2e reguta zatrzymania Ge C wtedy
i tylko wtedy, gdy mozna ja przedstawié w postaci

G.)  G=inf{new: 9, <dal},

gdzie (an, n21) Jest dowolnym, niemalejgcym, rozbieznym do nie-
skoriczonosci (a, # @) ciggiem nieujemnych liczb rzeczywistych.

Uwa ga 1. ZaloZenie monotonicznosci nie powoduje zawezenia
klasy regul zatrzymania postaci (5.4). Istotnie, zauwazmy, 2e ciag
(bn, n>1), gdzie b, = max {81, eesy 3.}, Jest niemalejacy i wy-
znacza te samg regute zatrzymania co (an, nz1). Co wiecej, zato-
2enie monotonicznodci daje nam jednoznacznodé przedstawienia re-
guty 6 . W dalszym ciggu bedziemy je ze sobg utozsamiali,

6 =(d4 3, nzt)e.

Uwaga 2, Warunek a,” o Jest réwnowazny zatozeniu skori-
czonosci z prawdopodobieristwem 1 reguly zatrzymania 6 , tzn,
B, {6 <o} =1 dla wszystkich ¢ >0.



STALOPRECYZYJNA ESTYMACJA WARTOSCI MAKSYMALNEJ ... 183

/
W klasie C wyréznimy podklase regut $cisle zgodnych,

DEFINICJA 5.2. Méwimy, ze reguta zatrzymania & € D wtedy
i tylko wtedy, gdy 6 ¢ C oraz

(5.5) Py{e -0, > a4} < ¢
dla wszystkich G6>0,

LEMAT 5.1. Klasa D jest niepusta,

Dowéd, Nietrudno sprawdzié, Ze reguta zatrzymania

Gy = (a2 1 = e 1
o = (ag dy R = n n— * 2>ty
? - V&

6y n
gdzie A =52 nalezy do klasy D, Poniewaz \IA/n2 /1, wiec

N
- 0
Go€ C. Z definicji klasy C wynika, 2e 960 £4d 860 . Zatem

X n
< -6 =
< 2R (o 9n>ada?1 . 6y =n]<
o) Q 0 0
A 6 N a,
¢ 2 p,lo- 8 > Rl= P{g }=
n=1 9{ n aO)] t§1 9 n < 0 19
n a +
n
AERNY
=n—’l (O ) =n==‘l nZ =¥
o a_ + 1
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dla wszystkich © >0,

LEMAT 5,2, Niech T' =@ by nx1)e C oraz istnieje takie
ke N, 2e dla wszystkich wartosdci 'parametru 9 < d(bk + 1)
mamy P, {O - 6,5, >d } € § o« Wtedy, w klasie D istnieje
reguta zatrzymania ¢'=(d a,, n»1) taka, ze

(546) b, dla ig ke

)
[y
1]

Dowdd, Niech a; = b, dla i<k. Zauwazmy, ze O gdy + 1)
~ ; n
P9 {9— 0> d,y T’ > k} = 0, a zatem PQ{Q = Opr > d} nie zalezy
od wyrazéw ciggu (d bj’ Jo>k + 1).
Rozwazmy przypadek, gdy © >d(bk + 1) Niechdlar = 0,1,2,...

S, = (d e i21)e C, gdzie
a, dla i<k,
e; =4 2, dla k+1 £ 1 ¢ ker ,
b1 dla k+r+1. 1.
Wéwczas
. k
P0{9-95r>d~’ srék}=j§1 P9{9-9j>d' 5r=j}=
k
2 B {0,<0-4d,8,>4d 6, 4>d 0. <da.l=
T L8P md Byodag weey By g >day .y, 0 <day)s

k Kk
a 21 ¢~d ] f dxgoedxy = S G'jICJ.I\O,
J= {(x1,...xj)eCj(a'.],...,aj)} J=1
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przy 60— . C“j (a1, coey aj) Jest tutaj podzbiorem kostki
J .

X [0, d aj], a ]Cj‘ Jego miarg Lebesgue’a, Oczywiscie dla
i=1

g=dak+1mamy

>d}= d@, +1) -6_ >4, srgk‘]--

P
d (ak+1 )i r

i

k
=,jZ=1 @y + 1)) <5

Zatem dla wszystkich Q >d(a, + 1)

k k
C o] d(a, + 1
€51 4 € | gd(ay

st" 3 < 0 321 T S ’
0 @@, + 1) 6

—

Podobnie otrzymujemy, ze

B0 -er > d, s.>k]} =
o) H
- 2 P,{6.¢0-a,6,5da 0, vda, ,0 db
gakarsr 0L 3 TRt R e Tiear e 17 PPlearat s 00
....93_1>dbj_1,ojsdbj‘]g
>
N P{8,<o-d, 3i¢k X, >da, }<
j=k+r+1 9{ J ! i kﬁ\
< (o) gy TR
J=k+r+1 e 1 9
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Om= d(a, + 1 -4 \ kT
dk (e ed) .

’

= k

W konsekwencji otrzymujemy nastepujgce oszacowanie:

gda, + 1) . k@- d.(ak + 1) (e.d)k+r

B, {0-0, >a]g :

r 8. d

dla wszystkich 9>d(ak + 1.
Rozwazmy funkcje

d(a, + 1) 0-d(a, + 1)
h(o)=x—k +k k <
9 d

e‘dX k+r
0

Oczywiste Jest, 2e istniejg takie liczbyre¢ N i J >0, ze dla
dowolnego 0 speiniajgcego warunek d(ak + 1)< Géd(ak +1 +d)
mamy h (8)< y . Przyjmijmy

(5:7) @ =84 = ees =ay =Dy oraz 8, .4 =b +d

oraz §’= h(d(a + 1))< g . W dowodzie lematu 5.1 wykazano,

k+r+1
ze clag wyznaczajacy regute zatrzymania 60 speinia warunek

o i
[e ¢ ( ai \)
2 0 =Y -
i=1 ai+1

Zdefiniujmy cigg ay dla i 2 k+r+2 w nastepujacy sposdb:
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(5.8) a4 = Bperss = cee =854 =D+

oraz

(5.9) ay = ag dla jym,

gdzie
o ag i o
m = inf { nyk+r+1: Z ( )( -¢h a¥yb, + Y,
{ g i=n ag + 1 i=% n” "k }
Wykazemy, ze reguta zatrzymania ¢"' = (an, n 2>1) zdefiniowana

réwnosciami (5.6), (5.7), (5.8) i (5.9) Jest $cidle zgodna, tzn.

¢ D. Istotnie, dla 0 g d(a + 1) wynika to z konstrukcji 1",

k+r+1

gdyz prawdopodobieristwo Py {6 = o,,>d] nie zalezy od ciagu

Tln

(aj, J» k+r+1) . Natomiast dla 0 >d(a + 1) mamy

k4+r+1

B{6=8i>d) = Ple~0,7d, téker+i]e

A i
+P{0=-0,>d, t*>k+r+1)< g+

A
91:"

+99{9-6T..-7d = ’t“>k+r+'1} =
tll
o .J
00 a, a
~ J 3
= ! <_h = i 4
2§+J§mp‘°g~"\a‘a“"‘g j=m<aj+1>+{éx.

Rozwazmy regute zatrzymania Ty zdefiniowang réwnoscia (4.10).
W przypadku rodziny rozktadéw jednostajnych iU(O,G). 0 » 0} przy=

biera ona postaé
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(5.10) ’tainf&n)ﬂ: 0, <

Oczywidcie T ¢ C oraz Jest asymptotycznie zgodna i asymptotycznie
efektywna, Wykazemy, 2e T ¢ D, ale jest w pewnym sensie obwiednig
klasy D.

WprowadZmy nastepujacag relacje porzadkujgca zbidér regut za-

trzymania C,

DEFINICJA 5.3, Méwimy, ze reguta zatrzymania & e C poprzedza
s'e C (g{c') wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich 6 >0

PQ{.G £ 61}3 10

LEMAT 5.3. Niech ¢ =(d ag, n2»1) i G'= (d aj, n21) bedg
dwiema regutami zatrzymywania nalezacymi do klasy C.

Wéwczas
¢ _ s
(6 4 6") ¢=»(Vn21 ag €ay) .

Dowéd. (=) Zatézmy, ze dla kazdego 670 Py{s¢s‘}=1
oraz istnieje takie me N, ze am<ar;. WeZmy Q€ (d ayn, d al;).
Oczywicie, z uwagi na to, ze 0<d a_, mamy P, { G'> m}=o0.

A A
Natomiast P,{ 6 > m} = Pe{ 947d a4y eeep O 7d am} > O. Tym sa-

mym otrzymujemy, ze

0<Py{c >m} =B {c>n, G« mis P9{6’<6},
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co przeczy zatozeniu Py{c < s’} =1.
(<&=) Jezeli zalozymy aI: £ a, dla kazdego n € N, to praw-
dziwe jest nastepujgce zawieranie:

iG’- n}c {'@ns d ar'l‘J c ﬁsnsd an]l C iG < n} .

Zatem dla wszystkich 0 > O otrzymujemy
P {o<6l=P(\J {ccn 6=n})-=
6 h ° n=1 )

-2 (U {¢=n}) =1.

nal
Uwaga 3, Jezell g<5', to dla wszystkich © >0
' .
(a) Egcs £ Egs 3
A A
(b) Pi{0-065 >d} < Pyfo - p,>4a}.
LEMAT 5.4, Dla kazdej reguty zatrzymania G ¢ D mamy
T<sg.

D owé d. Wystarczy wykazaé, ze

(5.11) a,6 ¢ — dla kazdego n 1,

gdzie (an. nyt.
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Ustalmy m ¢ N. Warunek o ¢ D pociaga za soby (5.5) dla
wszystkich ©>0, Niech 0 = d(am + 1). Wéwczas

P {6=n} dla n<m,

Pg i@-a > d, 6=n}=

n
(] dla n>m,

a zatem

oQ

PL6=0y »a) = népe{e-@n >d, G=n} =

oo
=n§1P9{5=n}=Pg{6\<m3>/

; (o)
>’P9Il0m\<dam]]= a_ + 1 .

Uwaga 4, Zauwazmy, 2e nieréwnodci (5.11) nie mozna po-
prawié, Istotnie, zauwazmy, 2e dla dowolnego k ¢ N reguta zatrzy=

mania S, = (d e, n >1), gdzie

- o] dla n<k,

n AF
n dla n) k
1= Ny

spetnia zalozenia lematu 5.2, Zatem dla kazdego k istnieje w kla-

sie D reguta zatrzymania we = (4 bn' n>1) taka, 2e bk’ = €.

Mozna zatem powliedzied, 2e regura 7 Jest obwiednia klasy D,
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TWIERDZENIE 5.1. Nie istnieje reguta zatrzymania t*e D taka,
aby dla wszystkich ©0>0 i dla kazdej reguty o € D byto

Eet* < E

GG' ,
D owé d, Zatézmy, 2e istnieje taka reguta t* = (d a;, i>1),
Z lematdéw 5.4 1 5.2 wynika, ze afl‘ = ¢/(1 ~%) , poniewaz dla
G =(d a;, 1»1)¢ D takiego, ze a, < ay mielibyémy E t” =
=1 < Byc dla wszystkich 0Oe(d a,, d a;). Niech aj > aj
oraz 0 sd(aj + 1). Wtedy

g-d
a ] dla 8 <dfay + 1)
~ 1 ’
R {6 -6, >d}=J
d a’1‘ (6-d) (6 -d-da;) dla pozo-
g ° 2 statych 6,

Poniewaz w[d(a,’{ +1) +]=§,a y'ld(a] +1 +] >0, gdzie

ady (6 ~d) (6 ~d-da})
W(0)=7;— + -2 dla §rd(aj + 1),
X »
wiec a, =a,. g\l}.
Postepujac analogicznie, mozna wykazaé, ze a; = ——2—\1_— .
1- 1)

Rozwazmy regute zatrzymania t1 = (a;‘, n»1)e D taky, ze

[
-
[

= 0 oraz aj = a’%. Istnienie t; wynika z lematu 5.2, Niech
d ag. Wtedy

=]
]
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dg 1 - ~ 3
=J_ ﬁ+3<1— ¢ > +“:
1 -y 4y 1 +§

>2=2-p9{t1 =2} =Eg ty,

co przeczy zatozeniu, iz t* ma jednostajnie po © najmniejsza

warto$¢é oczekiwang.

Uwaga 5, Regutat ¢ D, Wynika to z lematu 5.4, uwagi 3

oraz twierdzenia 5.1.

Poniewa? twierdzenie 5.1 daje nam negatywna odpowiedZ na py-
tanie o istnienie optymalnej reguty zatrzymania, interesujace
staje sie zbadanie wlasno$ci obwiedni klasy D - reguty zatrzyma-

nia 7 . Udowodnimy nastepujacy

LEMAT 5.5. Niech N = (d a,, n»1)€ C oraz py(a) = Py {N>nl,
gdzie a = (8 /d). Wtedy v

a n
(a) p,(a) = p,_4(3) _(_a_l’l) Ppq(@y) dla a>ap, n = 1,2, «uey
pola) = 13
ponadto, przyjmujac aO =0
n-1 3
a 1 7
(b) Py{0 -8y <da} =3 Eo<1-5> Py yq (@)

dla a 1+ 1 <a(a
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n-1

EN =1 Z a),
() 0 +k=1pk()

n-1

=1+ 21(2k + Dp, (@) = (EgN)
k=

2

dla an_1 < a S an, ns= 1,2, ese

Dowéd., (a), Poniewaz 0€8) €85 Cvoee ) (oeey Wige dla

k»2 oraz a>a, mamy (dla k = 1 (a) jest oczywiste)
6
a
pk(a) =P9{_el>£.coo. f?gl_(—lo

N
Niech YJ- = gj/g = max(U1, eosy Uj)’ gdzie UJ-’ j = 1'2' seey .jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
Jjednostajnym na przedziale [0,1], a Py = P. Wtedy otrzymujemy, ze

a a a
pk(a)ﬂp{Y17?1,.o;,Y_1>a—k'Yk7a_k}+

a a a a

a a, a
k 1 3k=1
'pk-1(a)'_a—P\Y1>T’ veer 37V 7 }

Wykazemy, Ze
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Istotnie
a a a
1 k=1 k
PAY > 50 eees By > 2 Yk--1éa_)]s
a a a
k=2 -1
AR L i ™ R v
a
PAteq<zy
k=1
a a a
Vol{(u,l, XXX} uk_1)e>1( [O. ;k']: Y1 7_a_1, csecey yk-17 1;-1}
Vol{(u.], eeey uk_.‘)e >1( {0, aﬁ]}

A i] A ak-1
= Pak/a {e1> a * v 1”3 } =

~ply, > v .y k=) a
173, 0 o0 k1 7 e Prq (Bk) »

gdzie Yy = max(u1. aces ui), i =1,2, ees Z uwagi na réwnosé

n-=1
a a
P {kag —ak} = (?k) , otrzymujemy teze (a).

(b). Dla kazdego, ustalonego n oraz a, 4 + 1<aga, + 1 mamy

ne

P9{8N>e-d, N>n} = B} N>n}

oraz

99{6N>e-d, N<n}=o.
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Stad otrzymujemy, ze

P9{8N>9 -d}=Pgi6N>9 -d,N=r}} +P9{N7n} =

)

A A
= Pe{91> d aj, ooy 8, 4>da, 4, 6-d<0 <d an} +

n=1

A A

+P9{91 >da1' ooy Gn>dan} B

A A

= Peiga' >d 31’ coey @n_.]?d an..], gn79-d .} =

a a
1 n=1 1
P{Y1>'€T voeer Ypq o 2 Yy21 -3 } ’

co tgcznie z (a) daje nam
n

(5.12) Py {0 -8y<d} =p _,(a)-(1~2) p _,@@=1)

dla a,_, + 1 <a\<an + 1, Nastepnie zauwazmy, 2e z (a) wynika, iz

(5.13) a"(p,_4(2) = B (a)) = ap p,_4 (@) = const

2

dla a 7ay i co za tym idzie

n
ay Py_4(2y)
(5.1A) p“(a) = 1 - Z ih“__i dla a>ano
: i\l i
Wychodzgc z réwnosci (5.12), wykorzystujac zaleznosci (5.13) 1
(5.14) oraz odpowiednio przeksztaicajac, otrzymujemy (b).
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Aby udowodnié (c) zauwazmy, ze

20
E N =kZ=1 P, { Nk}
oraz
& 2
VGN=k§1 (2k = NP, {Nyk] - (EN)® .

Poniewaz dla aga, P, {N>n} =0 oraz P {Nzk}=P {N7k - 1}=

= Pp.1(8), wigc proste obliczenia dajg nam teze (c).

TWIERDZENIE 5.2, Reguta zatrzymania N = (d a, n »1)ecC

Jjest asymptotycznie zgodna wtedy, gdy

a
(5.15) 1lim ( n ) =c<§ .
n—x an+1

Ponadto, Jjezeli N Jjest asymptotycznie zgodna, to
n

lim sup ( °n )4}3“

n— an+1

D o w 6 d. Zauwazmy, ze warunek (5.15) jest réwnowazny warunkowi

n

(5.16) a, =~ ine + o(nj.

Zatrézmy zatem, ze a, jest postaci (5.16). Aby udowodnié pierwsza

cze$é tezy, skorzystamy z twierdzenia Anscombe’a (tw. 2 w [1]).



STAELOPRECYZYJNA ESTYMACJA WARTOSCI MAKSYMALNEJ ... 197

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

W, = G/an,
n, = inf {n e N: wngd(r)} ’
N, =inf {ne N: (8, /0)w <dm],

gdzie d(r) Jest dowolnym ciggiem liczb dodatnich, zbieinym do
zera. Wystarczy sprawdzié zalozenia twierdzenia Anscombe?a,

Po pierwsze, z warunku (5.16) wynika, ze

e~x 1n c dla xgO,

A
lim ngen- 0 < xow, }
n—s 0o
1 dla x>0
A

oraz wn/wn+1 = an+1/an—>1 Przy n —s . Ponadto Gn spelnia waru-
nek Anscombe’a Jednostajnej cigglosci wedtug prawdopodobieristwa
(tw. 6 w [1]) oraz 1im(Nr/nr) = 1 p.W. przy r—0, Ostatnia zalez-
noséé wynika ze zbieznosci (én/@)—+1 PoWes (5.16) oraz lematu 1

w [4]., Zatem na mocy twierdzenia 2 w [1] otrzymujemy, ze

lim P @-é > d(r) =e1nc=c < r.
r—0 9{ Nr } h X

Druga czesé tezy wynika z lematu 5.5 b). Istotnie dla

a + 1<aga_+1

n=1 n
n-1
3 n=1
; A 1 1

Rfo-bycaleq T (-5 a1-0-9) <

n-1

2n-1 )
51'(an_1+1 *

Zatem
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n=-1

a
A N1
1 = £ 1lim P46 ~0,<d $1lim inf {1-(“‘"’“‘) }.
¥ d-—0 6& N }\ n—>m 2he1 + 1

Uwa ga 6. Dla reguty zatrzymania T (5.10) mamy

a n
(a\ ( n ) -.—_"_:8‘ 9 n= 1’2. ces 3
a, + 1 .
lnyg
(b) ¢ <inf{neminy ——
1n(1 'dTe)
h d
In(1 - 3)
(c lim Epr—— 77— =1,
) g o In g

(a) 1 (b) wynikaja wprost z definicji reguty T , (c) natomiast
z jej asymptotycznej efektywnosci. .

Na zakoriczenie tych rozwazar dotyczgcych obwiedni klasy D,
przedstawimy w tabelach 4 i 5 doktadne wartosci E ¢ = wartosdci
oczekiwanej, Vi = wariancji reguly zatrzymania T oraz 1 = y;

- prawdopodobieristwa pokrycia przez przedziatr ufnosci [a.t . 6? + d)
nieznanej wartosci parametru Q , obliczone na podstawie lematu

5.5 dla g = 0,1 1 0,05 oraz wybranych & . Zauwazmy (por. rys. 1),
2e prawdopodobieristwo pokrycia przez przedzial ufnosci Jjest zawsze
mni'ejsze od 1 = ¥ e W ostatnich dwéch kolumnach tabel & i 5 przed=-
stawiono wartosci prawdopodobieristwa pokrycia przez przedzial
ufnosci skonstruowany za pomocg regut zatrzymania ¢ + 1 oraz

T+ 2 (por. rys. 1). Przedstawione wyniki wskazuja na to, Ze w
praktyce dla y = 0.1 oraz 0,05 reguta zatrzymania T + 2 Jest

Scifle zgodna,
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=742

0.9

78 | 1 [ 1 !
'

()
w
~
u
o

o

1
=30 3

Rys. 1

Tabela 1

E_‘ = 0,01
1 2 3 4 5 6
d I
& Ny m + Eyn M k| By Ng
1
|
5+ 9.1 5, 12.6 9.45 E
0.6 5,0 | 20+ 5,7| 9.8 | 20 :' 20,0 1,47 v
50 + 5.3 50 | 50,0 0.0201 g
|
|
5 + 25,6 51 3042 20.36 E
0.25|16.0 | 20 + 17.6|20.7 | 20 : 20,7 1,22 v
50 + 16.6 50: 50,0 0.0150 %
|
5 + 1374 5, 151.2 94,04 E
0.05 | 89.8 20 + 97.9| 94.4 | 20 : 103.6 1.16 v
50 + 93,2 50 | 96.5 0.0110 %




200 SIEROCINGKI
Tabela 2
T= 0,05
1 2 3 4 6
1
5+ Lob 51 6.8 6.16 E
0.6 3.3 20 + 3.5 6.4 20 : 20,0 1.23 '
5 + 13,1 5 1 16.4 13,01 E
0.25 10.4 20 + 11.0 13.4 20 ! 20,0 2.13 v
A
50 + 10.6 50 I 50,0 0,0590 ¥
L
5+ T1.7 5 1 82.1 61,08 E
0.05 | 58.4 20 + 61.1 61.4] 20 | 64,6 1.09 v
50 + 59,7 50 | 61.7 0.0490  §
Tabela 3
K\ = 001
1 2 3 /.; 6
{
d | g
5 N0 m + Egnb M k t EQ T NS
5 3.1 5 : 5.0 4,66 E
006 2.5 20 + 206 L‘og 20 I 2000 0082 V
50 + 2.6 50 | 50,0 0.0950 g
5+ 9.3 5, 11.7 9.97 E
0.25 8,0 20 + 8.3 10.3 | 20 | 20.0 1.90 \
50 + 8.1 50 | 50,0 0.1000 g
1 .
5 4+ 51.5 5 | 58,5 46,78 E
0.05 | 44,9 20 + 46,3 47,2 1 20 ! 48.8 1.18 v
50 + 45,6 50 | 50.0 0.1050
Uwaga
in g
o°~ d,
ln(1 - E )
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Tabela 4

¥ = 0,05

% Yo By Ve T=%r | V= ¥Foun| 1= %02
1.00 1,00 3.88 1.18 1.000 1,000 1,000
0.75 2,16 4,79 1.63 0.919 0.980 0.995
0.60 3.27 5.74 2.07 0.906 0.962 0,985
0.50 4,32 6.70 2.48 0.903 0,951 0.976
0.40 5.86 8,08 2.79 0.903 0,942 0.955
0.30 8.40 10.67 3,76 0.913 0,939 0,958
0.25 10,41 12.69 4,18 0.920 0,940 0.955
0,20 13.43 15.72 4,66 0,928 0,942 0.954
0.10 28,43 30.78 6,70 0.941 0.947 0.952
0.09 31,77 34,07 7.28 0.942 0.947 0.952

Tabel 5
¥ = 0.1

4 N E v 1 - 1 - 1 -

9 0 x v 5t LYY Btz
1,00 1.00 2,92 0.90 1,000 1.000 1.000
0.75 1.65 3.50 1.16é 0.875 0.969 0.993
0.50 2.51 4.16 147 0.845 0.938 0.975
0.50 3.32 4,92 2,04 0.832 0.916 0.958
0.40 4,51 5.96 2,57 0.829 0.897 0.938
0.30 f. 46 7.84 3.60 | 0.835 0.885 0.919
0.25 8.00 9.41 Lo44 0.840 0.880 0,910
0,20 10.32 11.72 5.20 0.855 0.884 0.907
0.10 21.85 23,32 7.98 0.881 0.893 0.904
0,09 24,41 25,91 8.56 0.884 0.895 0.904
0,08 27.62 29,06 9.18 0.886 0.895 0,904
0.07 31.73 33%.17 10.17 0.888 0.8396 0,903




202 A. SIEROCINSKI

PRACE CYTOWANE

{1] ¥.J. Anscombe, Large sample theory of sequential estimation,

Proc. Cambridge Philosophical Soc. 48(1952), 600-607.
[2] A. Birnbaum, W.C. Healy, Estimates with prescribed variance

based on two-stage sampling, Ann, Math., Statist. 31(1960),
662=676,
[3] J.R. Blum, J. Rosenblatt, Fixed precision estimation in the

class of IFR distributions, Ann. Inst. Stat. Math, 21.1
(1969), 211-213,
[h] Y.S. Chow, H. Robbins, On the asymptotic theory of fixed-width

sequential confidence intervals for the mean, Ann. Math,

Statiste. 36 (1965) . 457-1462 .

[5] P, Cooke, M., Vagholkar, Sequential procedures for a class

of distributions related to the uniform, Ann. Inst, Stat.

Math., (1982).

[6] W. Eschenbach, Konfidenzintervalle vorgegbener Lange fir

Begrenzungsparameter von Verteilungen, Elektronische Infor-

mationsverarbeitung und Kybernetik 16(1980), 655-660.
[7] Z. Govindarajulu, The sequential statistical analysis,

Columbus, Ohio 1981, American Sciences Press,

[8] F.A, Graybill, T.L. Connell, Sample size required to

estimate the parameter in the uniform density within d

unit of the true value, Jour. Amer, Statist. Assoc. 59(1964),
(9 ] P. Hall, On estimating the endpoint of a distribution,




STALOPRECYZYJNA ESTYMACJA WARTOSCI MAKSYMALNEJ ... 203

(10]

(11]
(12]

(13]

{14]

(15]

{16]

(17]

(18]

(19]

J. Kiefer, Seguential minimax estimation for the rectangular

distribution with known range, Ann, Math, Statist. 23(1954),
586-593.
N. Mukhopadhyay, Stein’s twoestage procedure and exact

consistency, Scand, Acturial J.(1982), 110-122,
J«.3. Rac, Estimation problems for rectangular distributions,

Metrika 28(1981), 257-262,

A, Sierocifiski, On fixed precision éstimation of the maximal

value of a rardom variable, Demonstratio Math., 13(1980),
995-1003,

-, Estymacja sekwencyjna parametru ¢ w rozk}adach o nosniku

w przedziale [C,68] , Rozprawa doktorska, Politechnika Ware

szawska, Instytut Matematyki, Warszawa 1981,

-+ About a fixed precision estimation the parameter of the

uni form density, Banach Centrum Publications,Vol. 16, PWN,

Warszawa 1985, 477-484,

S. Zacks, The theory of statistical inference, J. Wiley,

New York 1971.

R. Zielinski, A class of stopping rules for fixed precision

sequential estimates, Zastosowania Matematyki Xvii,z2(1982),
277-281,

P.A, Meyer, Probability and potentials, Blaisdell Publishing

Company, Waltham 1966,

R, Singh, Existence of bounded length confidence intervals,

Ann, Math, Statist. 34(1963), 1474-1485,





