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TERESA REGINSKA (Warszawa)

Aproksymacja wartosci wlasnych zagadnien
niesamosprze¢zonych na przedziale nieskonczonym
(Praca przyjeta do druku 11.10.1977)

Niech L oznacza operator rdzniczkowy generowany wyrazeniem réZniczko-
wym

0 u= —u'+pxu, 0<x<o0,
1 warunkami .
) u) =0, wuelL?0, o).

Wspdlczynnik p(x) jest funkcja o wartosciach zespolonych, catkowalna na kazdym
przedziale (0, o), 0 < a < c0.

Operator L jest okreslony na podzbiorze przestrzeni Hilberta L2(0, o0). Dziedzing
jego jest nastegpujacy zbidr:

Dy = {fe L*(0, 0): f* absolutnie ciagla na [0, «], « > 0, (If)e L*(0, ), f(0)=0}.

Jezeli nie zalozymy, ze im p(x) = 0, to wyrazenie rézniczkowe (1) nie jest samo-
sprzezone.

Bedziemy zajmowacé si¢ zagadnieniem wlasnym
©)] Lu = Ju. -

Udowodnimy, Ze wartosci wlasne zagadnienia (3) sa aproksymowane przez war-
tosci wlasne pewnych zagadnien wlasnych na przedziatach skonczonych. W pracy [3]
zostalo udowodnione podobne twierdzenie dla przypadku imp = 0. Zastosowanej
tam metody dowodu nie mozna przenie$¢ na przypadek ogdélny, poniewaz wykorzys-
tywane tam twierdzenie o metodzie projekcyjnej jest prawdziwe jedynie dla opera-
toréw normalnych. W przypadku, gdy im p # 0, operator L~ jest normalny tylko
wtedy gdy im p(x) jest funkcjg przedzialami stala.

W niniejszej pracy oprzemy sie wigc na bardziej szczegdlnych wlasnosciach ope-
ratora L i jego widma. .

Bedziemy dalej zakladac:, ze funkcja p(x) jest calkowalna na calym przedziale

(0, ©). Oznaczmy
o0

o) = | Ip(@)Idt.

X

7
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Punktem wyjscia dalszych rozwazan sa nast¢pujace dwa twierdzenia, udowodnione
w ,,Dodatku 17 do ksiazki Najmarka [2].

TWIERDZENIE 1. Réwnanie lu = 0*u ma rozwiqzanie ng, 0) spelniajgce réwnanie
calkowe

@ wir,0) = o= [ SEZIC pieyue, o,

X

przy imp = 0, 0 # 0 i [p] > o(x).

TWIERDZENIE 2. 1. Widmo ciqgle operatora L sklada si¢ z liczb rzeczywistych
dodatnich 1 > 0;

2. Liczba A = 02, img = 0, jest wartosciq wlasnq operatora L wtedy i tylko
wtedy, gdy w(0, p) = 0;

3. Zbiér wartosci wlasnych jest przeliczalny, ograniczony i ma punkty skupienia

tylko na pdlosi A = 0.

' Na mocy powyzszych twierdzen aproksymacje wartosci wlasnych operatora L,
ktérych modut jest wigkszy od o(0)> mozna zastapi¢ zadaniem aproksymacji zer
rozwigzania réwnania catkowego (4).

Wezmy pod uwage ciag x, /' oo oraz réwnanie catkowe na przedziale skonczo-
nym (0’ xn)

Xn .

) (@) = o= | SREZD piey e, gy

X

Dalsza cze$é¢ pracy bedzie skladata sie z dwdch etapdw. Najpierw pokazemy, ze
zera funkcji w,(0, ¢) sa zbiezne do zer funkcji w(0, ¢). Nastgpnie udowodnimy
zwigzek zachodzacy pomiedzy zerami funkcji w,(0, 0) a wartoSciami wlasnymi
pewnych zagadnien brzegowych na przedziale skonczonym.

Zaczniemy od dowodu nastgpujgcego lematu:

LEMAT 1. Dla kazdego x z przedzialu |0, x,] ciag funkcji {w,(x, )} jest zbiezny
niemal jednostajnie do funkcji w(x, ¢) w obszarze Q = {p € C: img > 0, |g| > 0(0)}.
Zachodzi oszacowanie

v—l}

1 ¢ N
Iwa(x, 0)—w(x, 0)| < —IQ—I)S,. |p(&)|dE- {;”

)
0

Dowo6d. Dokonajmy w rownaniu (4) podstawienia
w(x, o) = e™*%(x, 0).

Funkcja v(x, ) spelnia rownanie catkowe

o5, 0) = 14+ 5 | [HEDe-11p@)u(E, 0)dE.
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Rozwiazanie powyZszego réwnania mozna przedstawi¢ w postaci szeregu

'v(x, Q) = z sv(x, Q)a
=0

gdzie &o(x,0) = 1,

1 ¢ ‘e
a5, 0) = 5 [P 11 (@), O

Dla £> x i imp> 0 [e*¢~®¢—1| < 2. Na drodze indukcji dochodzimy do
stwierdzenia, ze
o(x) |

le,(x, 0)] <

[+¢]
a z tego wynika juz bezwzglgdna zbiezno$¢ szeregu 2 &,(x, 0). W rownaniu (5)

v=0
dokonajmy podstawienia
w,,(x, 9) = eixg.vn(x’ Q)

Analogicznie jak dla v(x, o) mozna udowodnié, ze

0

vn(x’ 9) = Z 8rw(x’ Q)s

v=0
gdZiC £n0(x: Q) = l’
Xn

1 .
bnrra (5 0) = 5 0= 1@ e (€, )

i szereg jest bezwzglgdnie zbiezny.
A zatem dla x € [0, x,] otrzymujemy nieréwnosé

loa(x, ©=2(x, O < D le(x, 0)—em(x, 0)]-

v=0
Wezmy pod uwage y-ty wyraz powyzszego szeregu. Dodajac i odejmujgc caltke

Xn

| (20— 11 p(®)e,-1 (€, 0)dE

x
oraz grupujac odpowiednio wyrazy otrzymujemy

5, 0= em, O < |5 {76 — 1p(@) e, e)df] ¥

Xn

Xn

S [eZi(f-x)Q_ ]]p(f)[e,,_l—en.v-l]df ’ <

X

‘
1

+ 2ip
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< sup le,_i(&, g)la( )
&€ (xn, ) lel

b osup Jeyi(E, Q= enss(&r o)) 2O
Ee(0,xn) lol

Na drodze indukcji tatwo udowodnié, ze

!8,,()(, 0)—8m'(x= Q)J < v

a(xn)( s(0) )
lel \ ol

Wobec tego roéznicg pomigdzy funkcjami w(x, ) i w,(x, o) szacujemy nastepu-
Jaco:

|Wn(x, Q)"'W(x, Q)' l txel G(Xn) Y‘ ( 0‘(0))

ol " \el

v—1
Poniewaz zalozyli$my, ze —= ( ) < 1,to szeregzl ( o (© )) jest niemal jednostajnie

zbiezny wzgl¢dem o. ZauwaZmy jeszcze, ze z za}ozema peL(0, ) wynika o(x,) - 0,

-co konczy dowéd lematu.

Funkcje w(0, g), w,(0, ¢) bedziemy dalej oznaczaé w(g) i w,(¢). Z powyzszego
lematu wynika migdzy innymi, ze ciag funkcji {w,(0)} jest zbiezny niemal jednos-
tajnie do funkcji w(p) w obszarze Q < C. Z definicji funkcji w(e) i w,(o), tzn. ze
wzorédw (4) i (5) wynika, Ze sa to funkcje analityczne w obszarze okreslonosci.

Stosujac twierdzenie Hurwitza [1] o niemal jednostajnie zbieznym ciagu funkcji
analitycznych dochodzimy do nastgpujacego wniosku:

WNIOSEK 1. Funkcja w(p) ma w punkcie oo € Q zero k-krotne wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym dostatecznie malym kole |o—p,| < & prawie wszystkie funkcje w,(o)
majq dokladnie po k zer (zero s-krotne liczymy jako s zer).

Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem odleglosci zer funkcji w(e) od zer funkcji w, (o).

Przypus¢my, ze g, jest k-krotnym zerem funkcji w(p), czyli

wP(o) =0, i=0,..,k-1,
w®(go) # 0.
Niech gf bedzie jednym z k zer funkcji w,(p) lezacych najblizej g, (zgodnie z wnios-
kiem 1).
Rozwijajac funkcje w(p) wokoét g, w szereg Taylora do wyrazu rzedu k— 1 z reszta
Lagrange’a, otrzymujemy

_ Yk
w(e) = €78 (g, 40m),

gdzie
r=905—00, 0€(0,1).
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Poniewaz w®(0,) # 0, to dla dostatecznie duzego n w®(po+60r) # 0. Z drugiej
strony z lematu 1 wynika, Ze

[w(ed)| < (o),

gdzie
(o) = Gl(gln i —i; f i VeeQ al - 0.
- | .
A zatem
00— 881 <

Przechodzimy teraz do zapowiedzianego drugiego etapu pracy, ktérego celem
jest pokazanie, Ze zera funkcji w,(¢) wyznaczaja wartosci wlasne pewnego zagad-
nienia brzegowego i1 odwrotnie.

LEMAT 2. Jezeli img > 0 6(0) < |p|, to o jest zerem funkcji w,(p) wtedy i tylko
wtedy, gdy A = p? jest wartosciq wlasnq zagadnienia brzegowego na przedziale skon-
czonym (0, x,)

(6) —u""(x)+p(u(x) = 0%u(x),
) u =0, u'(x,) = iou(x,).

Dowéd. Dla g: img >0 i ¢(0) < || funkcja w,(x, ¢) jest jednoznacznie
okres$lona. Latwo sprawdzié, Ze w,(x, o) jest jednoczesnie szczegdélnym rozwigzaniem
réwnania (6). Interesuja nas wartosci funkcji w,(x, o) 1 jej pochodnej po x w punkcie x,,.
Podstawiajagc x = x,, do réwnania (5) otrzymujemy

Wa(Xns é) = glxne,
Rézniczkujge stronami réwnanie (5) otrzymujemy
wi(x,, 0) = ige*ne,
Funkcja w,(x, 0) jest wiec rozwigzaniem rownania (6) z warunkami
) u(x,) = e*me y'(x,) = igene,
Niech w,(x, p) oznacza rozwiazanie réwnania (6) speiniajace warunki poczatkowe
9 W,(xs, 0) = e=*me, i(x,, 0) = —ipe~ixme,

Zauwazmy, ze w, i W, sa liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania (6). Latwo
bowiem obliczy¢, ze Wronskian W(w,, w,) = —2ip # 0.

Przez s(x, p) oznaczmy rozwiazanie réwnania (6), ktére wyznaczone jest przez
warunki poczatkowe w 0

u =0, @0 =1. /
Funkcje s(x, p) mozna przedstawi¢ jako kombinacje funkcji w, 1 W,

S(X, Q) = (XW,,(X, (_7)+ﬂ{1’,,(x, Q)
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Poniewaz s(0, o) = 0, wiec
a = mw,(0, o), = —mw,(0, o),
gdzie m jest pewna stala wyznaczona przez warunek s5(0, ¢) = 1. Poniewaz

5500, 0) = m[W,(0, @) w,(0, 0)—w,(0, 0) W1 (0, )] = 2iom,

wiec
m = 1/2ip.
A zatem
1 . N
(10) s(x, 9) = EQ‘ [W,,(O, Q) w,,(x, Q)‘—W,,(O, Q)W,,(x, 0)]

Zauwazmy, ze ogolne rozwigzanie rownania (6) spelniajace warunek u(0) = 0
jest postaci
u(x, @) = es(x, o),
gdzie ¢ jest stala.
Tak wigc 4 = o? jest wartoscig wlasna zagadnienia (6), (7) wiedy i tylko wtedy,
gdy s(x, o) spelnia warunek

\

ayn Sy (xn, 0) = ios(x,, 0).
Korzystajac ze wzoru (10), mamy
0,0 . w00
S(xn’g)_‘T € _T‘e 3 i
s;(x’” Q) = %’Q)...eixné'.{,_l,"(g_’g)g-ixn@'

A zatem réowno$¢ (11) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

10,0, @)ete = — 3w, (0, g)eue,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
Wn(Oa 9) =0
co konczy dowdd lematu.
Wezmy pod uwage zagadnienie wlasne (6), (7). Dokonajmy w nim podsta-
wienia
u(x, 9) = e*°z(x, p).

Latwo zauwazy¢, ze funkcja z(x, o) jest funkcja wlasng zagadnienia

(12) —Z"4pz = 2,7,
(13) z(0) =0, z'(x,) = 0
odpowiadajaca wartosci wlasnej 4, = 2ip wtedy i tylko wtedy, gdy u(x, p) jest roz-

wigzaniem zagadnienia wlasnego (6), (7). Biorac to pod uwage, wynik zawarty w pra-
cy mozemy sformulowaé w postaci nastepujacego twierdzenia:
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TWIERDZENIE 3. 1. Jezeli 4 = p* (imo > 0 i |p| > o(0)) jest wartosciq wlasnq
operatora L, to istnieje ciqg {1,}, gdzie A, jest wartosciq wlasnq zagadnienia (12), (13),
zbiezny do 2ip.

2. Jezeli ciqg {A,} jest zbiezny do y, to A = (y/2i)? jest wartoSciq wlasnq operatora
L, o ile |1] > ¢(0)2.

Uwaga. Juz po oddaniu pracy do druku uzyskano analogiczny wynik dla
pozostalych wartosci wlasnych L roznych od zera. Rezultat ten opublikowano
w preprincie nr 150, IX 1978, Inst. Mat. PAN.
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