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(Praca przyjeta do druku 31.08.1976)

1. Wstep. Uklady blokowe wieloreakcjowe niekompletne sa dogodne dla nie-
ktdrych doswiadczen wielocechowych, szczegodlnie takich, w ktorych pracochlonnosé
przeprowadzenia pomiaréw Jub obserwacji uniemozliwia uwzglednienie jedno-
czesnie wszystkich cech na kazdej jednostce doswiadczalnej. Moga by¢ takze sto-
sowane wtedy, gdy rézna reakcja cech na zmienno$é §rodowiska narzuca przyjecie
roznego grupowania jednostek doswiadczalnych dla poszczegdlnych zespotdw cech.
W pracy przedstawiony jest model liniowy dla pewnej klasy takich ukladéw oraz
zaproponowana jest metoda estymacji bazowych kontrastow obiektowych, wykorzys-
tujaca w odpowiedni sposob technike wielozmiennej analizy wariancji, jednakze
inaczej niz to proponuje Srivastava ([6], [7]).

2. Uklad doswiadczenia i model iliniowy obserwacji. Rozwazmy do$wiadczenie
wykonywane na n jednostkach doswiadczalnych, ktérych caly zbidr podzielony jest
na u (> 1) podzbioréw roztacznych S, S,, ..., S,, zlozonych odpowiednio z

"

ng, n,, ..., n, jednostek (tak, ze Znt = n). Na jednostkach tych obserwuje si¢
i=1

t (> 1) reakcji (lub cech) w taki sposdéb, ze na n; jednostkach podzbioru S;,i =
=1, 2,...,u, obserwujemy #; ( > 1) sposrdd ¢t cech. Wyboru cech do obserwacji
w podzbiorach Sy, S,, ..., S, dokonujemy wedlug pewnego planu 2,, zwanego
tu uktadem reakcji (lub ukladem cech). Sposob grupowania jednostek w bloki oraz
rozmieszczania obiektéw na tych jednostkach okreslony jest dla podzbioru S,
pewnym planem blokowo-obiektowym 9,,,i = 1,2, ..., u. Uklad taki moze skla-
daé si¢ z blokéw, w ktérych wystepuja wszystkie obiekty (blokéw kompletnych),
lub blokéw zawierajacych tylko niektére obiekty (blokéw niekompletnych). Kazdy
blok doswiadczenia (kompletny lub nie) nalezy do jednego i tylko jednego z ukla-
dow 9,1, Dssy ooey Das.

* Praca wykonana w ramach problemu mi¢dzyresortowego 1.1 koordynowanego przez Insty-
tut Matematyczny PAN.

3 Matematyka Stosowana XIV [33]
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DeriNicIA 2.1. Uklad doswiadczalny okreslony za pomoca planéw 2,, 2,,,
Dass -.rr Dy nazywamy ukladem blokowym wieloreakcjowym (lub wielocechowym),
oznaczajac go przez

9 = (919921,@22, (EXP) @2-4)‘

DerINICIA 2.2. Uklad blokowy wieloreakcjowy 2 nazywamy niekompletnym, gdy
w co najmniej jednym podzbiorze S;, i = 1, 2, ..., u, nie wszystkie sposrod ¢ cech sa
obserwowane, to znaczy, gdy istnieje takie 7, ze f; < t. (Jak zaznaczono, zawsze
0<t, <)

W dalszym ciggu interesowaé nas beda jedynie uklady blokowe wieloreakcjowe
niekompletne.

Dodajpy, ze uklad blokowy zlozony ze wszystkich ukladéw 2,,, 2,,, ..., D,

u

zapisywany symbolicznie w postaci { 2,;, bedziemy nazywaé uktadem blokowym
i=1

catosciowym, dla odréznienia od poszczegdlnych ukladow 2,,,i= 1,2, ..., 4,
ktére nazywaé bedziemy czastkowymi.

Niech ukiad 2,; sklada si¢ z b; blokéw grupujacych n; jednostek doswiadczal-
nych podzbioru S;, na ktérych rozmieszczono v obiektéw. Liczba oraz dobér tych
obiektow niech beda dokiadnie takie same dla wszystkich podzbiorow Sy, S,, ..., S,.

Oznaczmy przez y¢? (¢, X 1)-wymiarowy wektor losowy reprezentujacy obserwacje
t; cech z s-tej jednostki podzbioru S;, gdzie s=1,2,...,nm, ai=1,2,...,u
Woéwczas

YO = P, P, .., ¥V
jest (m; Xt))-wymiarowa macierza losowa reprezentujacag wszystkie obserwacje

z podzbioru S;. Sformulujmy obecnie model liniowy dla tej macierzy zmiennych
losowych.

Niech y; oznacza parametr reprezentujacy efekt dzialania j-tego obiektu na
Itacechg, dlaj=1,2,...,v,/ = 1,2, ..., t. Parametry te mozemy zapisa¢ wspolnie
Za pomoca macierzy

Y= [yl’ Y25 -5 }’:],
gdzie y1 = [yu, Yar, -\ yul'.

W modelu obserwacji z podzbioru S; uwzgledniamy te kolumny macierzy y,
ktoére odpowiadaja cechom obserwowanym w tym podzbiorze, to znaczy uwzgled-
niamy (v X t;)-wymiarowa podmacierz
2.1 y® = yM;,
wyznaczong za pomocg (f Xt;)-wymiarowej macierzy

M; = [my, my, ..., my )],

ktérej kolumna my;, ma I-ta sktadowa réwna 1, gdy /-ta cecha obserwowana jest na
jednostkach S; pod numerem /-tym, a wszystkie pozostale sktadowe ma réwne 0,
dlal/=1,2,...,t,,;,=1,2,...,t,0razi = 1,2, ..., u. Nastepnie niech 8 bedzie
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(b; X t;)-wymiarowa macierza parametrow reprezentujacych efekty blokowe w ukla-
dzie 2,; i niech a'? bedzie (1 X #;)-wymiarowym wektorem parametréw wspSlnych
w tym ukladzie. Przy tych oznaczeniach, dla macierzy Y®, i = 1, 2, ..., u, przyjmu-
jemy model liniowy o nast¢pujacych wlasnosciach:

(a) Macierz wartosci oczekiwanych jest postaci

E(y(i)) — lia(i’+D§ ﬂ(i)_‘_A;y(i)’
gdzie 1; jest (n; x1)-wymiarowym wektorem o wszystkich skladowych réwnych 1,
Dj jest (n; xb;)-wymiarowa podmacierza ukladu dla blokéw, a A} jest (n; Xv)-wy-
miarowa podmacierza ukladu dla obiektéw, przy czym cala macierza ukladu jest
(nix (14 b;+v))-wymiarowa macierz A4, = [l;, Di, 4i}, o ktérej zakladamy, ze
jest rzedu b;+v—1.
(b) Macierze kowariancji sg postaci
COV(y§i), ygi)) = Var(ygi)) = Z(iz, = la 25 s U,
Cov(y, y¥) =0, gdy i=1i',as#s lub gdy i# i,

dla s, s’ = 1,2,...,n. Tak wiec zaklada sig, Zze (f; Xt;)-wymiarowa macierz ko-
wariancji £ = [oy,;] jest jednakowa dla kazdej jednostki danego podzbioru S;.
Co wiccej, zakladamy, Ze elementy macierzy X® odpowiadajace okreslonym ce-
chom sa- stale, niezalezne od podzbioru S;. MoZemy to zapisaé za pomocg re-
lacji

0 — MIEM,,

gdzie 2 = [oy] jest (¢ Xt)-wymiarowa macierza kowariancji dla wszystkich ¢ cech,
a M; jest macierza okreslong w (2.1), dla i = 1,2, ..., u.

Zanalizujmy obecnie obserwacje z jednostek podzbioru S; (o ukladzie 2,,)
zgodnie z przyjetym powyzej modelem i z punktu widzenia estymacji kombinacii
liniowych wierszy macierzy y, a $ciélej kontrastéw miedzy tymi wierszami. Jak wia-
domo z ogolnej teorii ukladéw blokowych (patrz na przyklad Calinski, [1], Ceranka
i Kaczmarek, [2], a takze Pearce et al., [4]), punktem wyjcia tej analizy dla obser-
wacji z podzbioru S;, i = 1, 2, ..., u, jest obliczenie macierzy

(22) Q(i) = [Q(li)9 (2,:)’ ey Qsi)]’
gdzie
(2.3) Qﬁ) = n(,i)_lei_aBl(:)) Ii = l’ 2: L] ti-

Tutaj, jak zwykle, 7} jest (v x1)-wymiarowym wektorem sum obiektowych dla
li-tej cechy obserwowanej na jednostkach z S;, N; = 4,D} jest macierza incydencj*
dla ukiadu 9, k; = D,1; jest (b, x 1)}-wymiarowym wektorem wielkosci blokéw
W Dy, a ki® = (D,Dj)~! jest macierza diagonalna, ktérej elementy diagonalne sa
odwrotno$ciami odpowiednich sktadowych wektora k;, wreszcie B jest (b; x 1)-wy-

miarowym wektorem sum blokowych dla /-tej cechy z jednostek S;. Mozna takze
napisaé

0P = (4,=Nki’D)Y?,
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Okazuje sig, ze

249 E(Q®) = (! —-Nkr°ND)y®

oraz 7e

@5) Cov(oP, Of) = {mw%N‘k;aN;) da 1=t
t 0 dla i#1{,

gdzie r; = A;1; jest (vx1)-wymiarowym wektorem replikacji w 2,;, a r{ = 4,4;
jest macierza diagonalng o elementach diagonalnych réwnych odpowiednim skia-
dowym wektora r;. Nizej przez r!/? rozumie¢ begdziemy macierz diagonalng o ele-
mentach diagonalnych réwnych pierwiastkom kwadratowym tych sktadowych.
Wprowadzajac teraz wygodna operacje macierzowg
o
cs QW = Q_(zt)
0
t
(ktérej uzywaé bedziemy dalej takze w innych sytuacjach), mozemy (2.5) zapisa¢
w postaci
(2.6) Var(cs Q) = ZOQ(rf —N,ki°N;),
2.7 Cov(cs 0P, cs Q) =0 dla i#i',
gdzie ® jest symbolem iloczynu Kroneckera. Mozna tez wykaza¢ (patrz Pearce et al.,
[4], str. 451), Ze

v—1

238) BQ®) = 12 ) epyypiyriiay®,

j=1

gdzie &, &2, ..., &,y_1 Sa niezerowymi pierwiastkami charakterystycznymi ma-
cierzy

29 Fy = I=ri*PN ki °Niri 2,

aPi1s Pias --e5 Piv—1 58 odpowiadajacymi im wektorami charakterystycznymi dobra-
nymi tak, ze

(2.10) pypiy=1 dla kazdego j,

.11 piipiy =0 dla  j#j.

Oczywiscie (2.8) wynika z réwnosci

v-1

@.12) Fi= " eypypiy.

j=1
W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do przypadku, gdy uklad (U 2,, jest jedno-
i=1

rodny ze wzgledu na posta¢ powyzszych wektoréw charakterystycznych w poszcze- ‘
gblnych 2,,,i = 1,2, ..., u. Co przez to rozumiemy, okresla
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DEerINICIA 2.3. Uktad blokowy wieloreakcjowy nazywamy jednorodnym, gdy dla
wszystkich jego ukladow czastkowych istnieje wspélny zbidr wektorow charakte-
rystycznych ortonormalnych macierzy F;, i = 1,2, ...,u, to znaczy, gdy mozZna
napisaé
2.13) pij=paji=..=py(=pp) dla j=12,..,0~1,

a nadto wektory replikacji r,, r,, ..., r, sa rébwne lub proporcjonalne.

Mozna wykazaé (patrz Rao [5], str. 41), ze na to, aby macierze F,, F,, ..., F,
miaty wspoOlny zbior wektoréw charakterystycznych ortonormalnych, potrzeba
i wystarcza, by

FiFy = FuF;

dla kazdej pary wskaznikow i # i, i’ = 1,2, ..., u.

Poniewaz wektory charakterystyczne p;; okreslone w (2.12) wyznaczajg tak zwane
kontrasty bazowe (patrz Pearce et al., [4]), wigc uklad okreslony definicja 2.3 jest
w istocie takim ukladem, w ktérym dla kazdego ukladu czgstkowego Z,; istnieje
ten sam zbior v—1 kontrastow bazowych, cho¢ niekoniecznie z takimi samymi
wspodlczynnikami efektywnosci. (Poniewaz zalozyliSmy, Ze rzad A, jest dokladnie
b;+v—1 dla kazdego i; wiec kontrasty te sa estymowalne w kazdym 2,;, choé
niekoniecznie z tg sama efektywnoscia; rozszerzenie na przypadek, gdy nie wszystkie
kontrasty bazowe sg estymowalne we wszystkich uktadach czastkowych jest mozliwe,
jednak tu nie be¢dzie rozwazane).

3. Estymacja kontrastow bazowych dla ukladéw jednorodnych. Obecnie zajmiemy
si¢ estymacja kontrastow bazowych w dos$wiadczeniu wielocechowym zatozonym
w jednorodnym ukladzie blokowym wieloreakcjowym niekompletnym. W tym celu
zauwazmy najpierw, Zze ze wzgledu na (2.1), (2.8) i (2.13) mozemy napisaé

v—1

@3.D E(QY) = z ek P oy M,

j=1

gdzie ef; = a;e;;, przy czym wspdlczynnik proporcjonalnosci a; (ktérego istnienie
wynika z definicji 2.3) okreslony jest réwnoscig

(3.2) ri = airs

w ktorej r = r,+ry+ ... +r,. Zauwazmy, ze tak jak &;e (0, 1), tak i &} € (0, 1>
dla kazdego i oraz j.
Wprowadzajac macierze

(33) Q = [Q(l)a Q(Z)’ (LR} Q(“)]s
(3.4) L_)= [eijl96’2ij2’"'38:"Mu]’
dla j=1,2,...,9—1, mozemy napisaé
v—-1
)
(3.5) E(Q) = > rilppriayL.

j=1
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Stad otrzymujemy, zgodnie z (2.10) i (2.11), réwnosci
E(p,lir_ale) = p}ré/zij, : i = 1’ 2, ceey U— 1 s

a wprowadzajac wektory

3.6) ¢ =rp, j=12,..,v-1,
rownosci
3.7 E(pjr=°?Q) = cjyL;, j=1,2,...,v—1.

Zauwazmy, ze funkcje ¢jy, j = 1,2, ...,v—1, sa kontrastami bazowymi, wedlug
terminologii Pearce’a et al., [4], tutaj rozwazanymi jednocze$nie dla wszystkich ¢
cech. Aby znalez¢ ich estymatory w jednorodnym ukladzie blokowym wieloreakcjo-
wym niekompletnym, wygodnie jest dokonaé dalszych przeksztalcen. Wobec (3.7)
mamy

E(pjr— "GN L)) = ciylLi(e))~°Li),
gdzie (¢f)° jest macierza diagonalng o elementach diagonalnych e%;, e%;, ..., €l
powtdrzonych odpowiednio ¢, ¢, ..., f, razy, to znaczy macierza taka, Ze
(3.3) ()L = My, My, ooy MY, Li(eD) 'Ly = D shMM;.

i=1

Poniewaz kazda z ¢ cech obserwowana jest na jednostkach co najmniej jednego
z podzbioréw S;, wigc z budowy macierzy M;, i = 1,2, ...,u, wynika, ze L; jest
macierza pelnego rzedu wierszowego dla kazdego j. Zatem macierz [Lj(ef)~°L]]
jest macierza nieosobliwg, dla kazdego j. Przyjmujac teraz oznaczenie

3.9 [Li(eH)°L]]"! = H;
mozemy napisaé
(3.10) E(p;r=°PQ(eN~"LiH;) = ¢jy, j=1,2,...,v—1.

To pokazuje, ze (1 xt)-wymiarowy wektor

@1 7= pir-*PQ(es) P LiHy = ) pir- Q@ M{H
i=1

1

jest nieobciaZonym estymatorem kontrastu bazowego cjy, co zapisujemy

=&y, da j=1,2,..,0-1.

Wzér (3.11) mozemy takze napisa¢ w postaci

(3.12) zj = Z ziyMi Hj,
i=1

gdzie zj; = pjr=?2Q® jest, zgodnie z (3.1) i (3.6), estymatorem funkcji parametrycz-
nej eXcjy® w wielozmiennej analizie wariancji dla macierzy Y.
Okreslimy teraz macierze kowariancji dla wektoréw z;, j=1,2,...,v— 1. Po-
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niewaz w zapisie (3.11) wektora z; tylko macierz Q jest macierza zalezna od ob-
serwacji, mozemy napisa¢ (patrz Neudecker, [3], str. 954), Ze
(3.13)  Var(zj) = (H}Lj(e¥)~°®pjr-*) Var(cs Q) (H; Li(e}))~°®pjr-7)".
Jednakze, biorac pod uwage (3.3) oraz korzystajac z (2.6), (2.7), (3.4) i znanych
réwnosci

(A®B) = A'®B’, [4,B]®C = [4®C, BQC(],

mozemy (3.13) zapisaé w postaci
Var(z) = D | [(H M, ®pjr=*?)Var(cs Q) (M H;®@r*p;)] =
i=1

= > {(H M®p;rM)[EO® (! — N kT NOIM; Hy®r~2p)}.
i=1

Stad, stosujgc dwukrotnie znang réwnosé
(A®B)(C®D) = ACQBD,

uzyskujemy wzor
u

Var(z) = Z [Hj M; 2O M| H;®pjr=*1*(r] = N:iki °N))r~°I*p}],

i=1
ktory, na mocy (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) i (3.2), otrzymuje ostatecznie postac

G4 Var@z) = D e HMEOMH, dla j=1,2,..,0-1.
i=1
Analiza wzoru (3.14) pokazuje, Zze elementy tej (fXt)-wymiarowej macierzy
kowariancji maja postac

ieU; ieUy
gdzie U, jest zbiorem wskaznikow tych sposréd podzbiordéw S, S,, ..., Su, W kté-
rych obserwowana jest cecha /-ta. Stad wspdtczynnikiem efektywnosci ukladu wzgle-
dem j-tego kontrastu dla /-tej cechy jest

« '
E &ij = __>- a;&;j.
ielU; iely

Jedli I-ta cecha jest obserwowana we wszystkich podzbiorach S;, i= 1,2, ..., 4,
to wspélczynnik efektywnosci ukladu wzgledem j-tego kontrastu przyjmuje dla niej
postaé

. *
2 & = &j»

=1
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gdzie &; jest wspoélczynnikiem efektywnosci ukiadu wzgledem j-tego kontrastu
w ukladzie caloéciowym | J 9@,; rozwazanym dla jednej (I-tej) cechy.
i=1

Zauwazmy nadto, Ze je$li w kazdym z podzbioréw S, S,, ..., S, obserwowana
jest tylko jedna cecha, przy czym dla kazdego z nich inna, woéwczas macierz (3.14)
jest macierza diagonalna. Jest to calkowicie zgodne z intuicja: obserwacje réznych
cech uzyskiwane z réznych jednostek nie moga byé skorelowane.

Macierz kowariancji wektoréw z; i z; jest postaci

Cov(zj, z;)) = (H;Li(e))° @pjr=1*)Var(cs Q) (H} L (e)°®pj r~212)".

Stosujac do niej takie same przeksztalcenia jak powyzej przy wyprowadzaniu wzoru
(3.14), otrzymujemy

Cov(zj, z;) = 0
dla kazdej pary j # j’, dzigki (2.11).

Z powyizszych rozwazan wynika, ze wszystkie estymatory z; okre§lone w (3.11)
dla j=1,2,...,v—1 sa wzajemnie nieskorelowane, a kazdy z nich ma wartosé
oczekiwana postaci (3.10) i macierz kowariancji postaci (3.14). '

Aby znaleZ¢ nieobciazony estymator macierzy (3.14), naleZy najpierw zauwazy¢,
ze dla kazdego ukladu czastkowego 2,; mozna uzyska¢ z wielozmiennej analizy
wariancji przeprowadzonej na macierzy Y odpowiednig macierz S (sum kwa-
dratéw i iloczynow dla blgdu) z n;—b; —v+ 1 stopniami swobody, taka ze

(3.15) ESD) = (nj—b;—v+ )X,
Zgodnie ze znang postacia macierzy S¢” (patrz na przyklad Ceranka i Kaczmarek,
[2]) otrzymujemy wiec, jako estymator nieobcigzony macierzy X®, macierz
G.16)  EO = (n—b—v+1)71SD =

= (m—b;—v+ ) [YPYO - BDU BO -0 Q,00],
gdzie B® = [BP, BY, ..., BP] = D;Y®, a macierz ; moze byé zapisana (patrz
Pearce et al., [4]) w postaci

v-1

(3.17) Q= 172 et pypyr U

=i

Z uwagi na (3.17) mozna w (3.16) wykorzysta¢ takze réwnosé

v-1
(3.18) 0URQP = X (eh) 12y,
=

w ktérej wektory z;;, j = 1,2, ...,v—1, sg takie jak uzyte wczesniej w (3.12), dla
i=1,2,..,u Oczywiicie, jesli dla pewnego podzbioru Uy = {i;, is, ..., iu,}
zbioru wskaznikéw {i: i = 1,2,...,u} mamy

3.19) M, =M, =..= M, = My (powiedzmy),
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to zachodzi réwnoséé
(3.20) T = J0 = | = Z00 = JOD = ML T M,
i macierz (3.20) mozna estymowac nieobcigzenie z wielozmiennej analizy wariancji
przeprowadzonej lacznie na macierzy
[y yG' | y@uy,

Wzér (3.16), z uwzglgdnieniem (3.18), ulega wdéwczas uogdlnieniu do postaci

(321 Saw — [ 3 (m—b)—v+1] 7 9,
ieUrn
gdzie
(3.22) SED — i;ﬂ] (Y(i)'Y(i)_B(iyki—bB(i)) _
v-1
DI NDIENIDIEH
Jj=1 ieUry ie Uiy ieUgiy

Oznaczajac teraz macierz Var(z;) przez X;, otrzymujemy na mocy (3.14), (3.15)
i (3.16), oraz ewentualnie takze (3.21), jako jej estymator nieobciazony macierz
(3.23) ZA'j= H}[Zd;aijMii‘(i)MiI]I{j,

i=1

stosujac w przypadku réwnosci (3.19) estymator wspolny (3.21) w miejsce kazdej z
macierzy

Przedstawione wyniki pokazuja, ze aby uzyskaé estymatory nieobciazone kon-
trastow bazowych uwzgledniajacych wszystkie cechy (reakcje), a takze estymatory
nieobciazone wariancji i kowariancji powyizszych estymatoréw, nalezy przepro-
wadzi¢ w zwyczajny sposOb wielozmienna analize wariancji dla kazdego ukladu
czastkowego 9,;, i.= 1,2, ..., u, a nastepnie skorzysta¢ z syntetyzujacych wzorow
(B.11)i (3.23), dla j = 1,2, ...,v—1, wykorzystujac przy tym wzoér (3.22), gdzie
tylko jest to mozliwe.

W istocie estymator (3.11) wektora cjy jest suma estymatoréw

3.29) xij = zyM{H; = pjr®PQOM/H;, i=1,2,..,u,
uzyskiwanych z u wielozmiennych analiz wariancji stosowanych do macierzy

YOM{H, i=12,..,u,

przy czym
(3.25) E(xij) = efc;jyPM{H; = ec;yM; M Hj,
(3.26) Var(x,) = ey HiM,EOMH; = et H) M,M,Z M, M H,

dla kazdego i oraz j.
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Takze dla dowolnego wektora d = [d,, d,, ..., d]' estymatorem funkcji para-
metrycznej c¢jyd jest funkcja

u

(3.27) Zd= Y xi;d
i=1
0 wlasnosciach
(3.28) E(jd) = Y eficjyM,M{Hyd = cjyd,
i=1
(329)  Var(zjd) = 2 et Var(xiyd) = > efd HiM, XM H;d =

i=1 i=1

[

Sﬁd/H;MlM:ZMlM:H:'d,

i=1
przy czym réwno$é¢ (3.28) zachodzi z uwagi na (3.8) i (3.9).

Poniewaz, zgodnie z teorig najmniejszych kwadratéw, funkcje xj;d, i = 1,2, ..., u,
sa najlepszymi (w sensie najmniejszej wariancji) liniowymi estymatorami nieobcig-
zonymi odpowiednich funkeji efjcjyM; M| H;d, i = 1,2, ...,u, wigc funkcja (3.27),
jako ich suma, jest takze najlepszym liniowym estymatorem nieobcigzonym funkcji
cjyd (patrz Rao, [5], str. 318).

Roéwniez podstawienie macierzy Z:'(‘", okreslonej w (3.16) lub (3.21), do wzoru
(3.29) w miejsce X®, dla i = 1,2, ..., u, zapewnia uzyskanie estymatora nieobcig-
zonego wariancji Var(zjd). O wlasnosciach tego estymatora niewiele mozna powie-
dzie¢ poza tym, ze jest sumg estymatordw wariancji uzyskiwanych metoda najmniej-
szych kwadratéw. Wydaje sie jednak, Ze bedzie on tym lepszy, im wigksza bedzie
liczba stopni swobody kazdego estymatora skladowego. Totez pewna mozliwosé
jego dalszego poprawienia daje nastepujace spostrzezenie: Jesli dla pewnego pod-
zbioru wskaznikéw Upy = {i;, i, ..., iy} zachodza réwnosci

(3.30 M; M| Hiyd = M; M{ Hid = ... = M;, M;, H;d,
to, zgodnie z (3.26), ,
Var(x] ;d) = Var(x;,;d) = ... = Var(x},,;d)

i mozna uzyska¢ jeden estymator tej wariancji z analizy wariancji przeprowadzonej
{acznie dla wektoréow obserwacji przeksztalconych
Y$OM] H;d, Y6 M| Hjd, ..., Y M, Hd.

Zatem, w przypadku estymacji wariancji (3.29) mozemy zamiast warunku (3.19)
rozwazaé stabszy warunek (3.30) i — w przypadku jego spetnienia — odpowiednio
wykorzystywaé wspé6lny sredni kwadrat dla bledu.

Dodajmy, ze warunek (3.30) oznacza tyle, Ze cechom obserwowanym w S; ,
Si,» +-+» Si,, odpowiadaja doktadnie te same sktadowe wektora d. Je$li na przyklad
z}d jest estymatorem j-tego kontrastu bazowego rozpatrywanego dla réznicy migdzy
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J-ta a I'-ta cecha, to dla estymowania wariancji Var(z;d), okreslonej wzorem (3.29),
wystarczy przeprowadzi¢ (najwyzej) trzy analizy wariancji: (a) dla jednostek do-
éwiadczalnych, na ktorych obserwowane sa obie cechy razem, (b) dla jednostek,
na ktorych obserwowana jest cecha pierwsza ale bez cechy drugiej, (c) dla jed-
nostek, na ktorych obserwowana jest cecha druga bez cechy pierwsze;j.

4. Przyklad. Przedstdwiona w popizednich paragrafach teori¢ zilustrujemy obec-
nie prostym przykladem, sztucznie skonstruowanym dla celow demonstracyjnych.

Przypusémy, ze interesuje nas wpltyw v = 4 obiektéw doswiadczalnych na t = 3
cechy oraz ze odpowiedni eksperyment przeprowadzony zostal na n = 56 jed-
nostkach doswiadczalnych, wystgpujacych w czterech podzbiorach, S,, S,, Ss, Ss,
odpowiednio o n;, = 12, n, = 8, n; = 12, n, = 24 jednostkach. Sposéb wykorzys-
tania tych jednostek w doswiadczeniu okresla uklad wieloreakcjowy 2 = (2,,
Doy Dazy D23, Das), gdzie uklady czastkowe 2,;, i = 1, 2, 3, 4, sa uktadami blo-
kowymi (kompletnymi lub nie), a uklad reakcji @, jest okreSlony nastgpujaca ta-
belka:

Podzbiér .S S, S Sa

Numery cech 1,2 1,3 2,3 1,2,3
Gorny wiersz tabelki podaje podzbiory jednostek, a dolny numery zmiennych ob-
serwowanych w tych podzbiorach. Uklady czastkowe okreslone sa przez macierze

incydencji

1110 1100 111
1101 0011 111
Me=fio011)] =lio1o]” M=|111]
0111 0101 111

11111100

N 11110011

*T“l11001111

00111111

Zgodnie z powyzszym, w podzbiorze S, jednostki zgrupowane sa w b, = 4 blokach
trojelementowych, w podzbiorze S, takze w b, = 4 blokach, lecz dwuelementowych,
w podzbiorze S; w by = 3 blokach kompletnych, natomiast w S, jednostki zgrupo-
wane s3 w by = 8 blokach, z ktoérych kazdy ma trzy elementy. Na jednostkach
Z podzbioréw S, S,, S5 obserwujemy po dwie cechy, to znaczy ¢, = t, = t3 = 2,
a na jednostkach z podzbioru S, wszystkie trzy cechy, to znaczy ¢, = 3. Stad ma-
cierze M; ze wzoru (2.1) sa postaci

10 10 00 100
M,=101], M,=]00|, M,=]|10], M,=|010}.
00 01 01 001

W tablicy 4.1 zestawione sa wyniki tego doSwiadczenia. Na ich podstawie chcemy

obliczy¢ wartosci estymatordw kontrastéw bazowych i oceny ich macierzy kowarian-
cji.
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Zgodnie z opisem ukladéw czastkowych 2,;, i = 1, 2, 3, 4, wektory replikacji r;
oraz wektory wielkosci blokow k; sg nastepujace:

3] 2 3 6
RE 2 3 s
ry = 3 ’ r, = 2 ’ 3 = 3 s Fqa = 6 >

3] 2 3 6
73_
3
3] 1
: : ‘ :
kl_ 3 ) k2= 2 ) k3_ j, k4= 3 .
3 | 2 3
3
1.3

Jak widaé, wektory replikacji sa proporcjonalne. Wektorem replikacji z ukladu
calosciowego jest r = ry+r,+ri+ry = [14, 14, 14, 14). Wspolczynniki proporcjo-
nalnosci okreSlone w (3.2) maja wigc wartosci a, = 3/14, a, = 2/14, a, = 3/14,
a, = 6/14. Spelniony jest zatem drugi z warunkéw definicji 2.3. ’

Stosujac wzér (2.9) obliczamy macierze F;, i = 1, 2, 3, 4, a nast¢pnie ich pier-
wiastki i wspolne wektory charakterystyczne. (Podczas obliczenn pamigtamy o wa-
runkach (2.10)-(2.13)). Otrzymujemy

-3 1 1 1 2 0 -1 —1
21 1--3 1 1 1l 0 2 -1 -1
B=-51 1 | 3 9l Pyl 21 2 ol
11 -3 -1 -1 0 2
-3 1 1 1 - 11
1 1 =3 1 1 21 1 =3 1 1
F3‘_Z 1 1 =3 1) F“"'? 1 1 =3 1
11 1 =3 1 1 1 =3

Zauwazmy, ze F;F, = F,F; dlai= 1, 3, 4 oraz ze F, = (8/9)F; = F,, a tym sa-
mym spelniony jest pierwszy warunek definicji 2.3. Niezerowymi pierwiastkami
charakterystycznymi macierzy F;, i = 1, 2, 3, 4, sa odpowiednio &,, = ¢,;, = ;3 =
=8/9, e21 =1, €3 = €23 = 1/2, &5, = €3, = €35 = 1, &4 = 4, = €43 = 8/9.

Odpowiadajg im wspoélne dla wszystkich F;, i = 1, 2, 3, 4, (ortonormalne) wektory
charakterystyczne
—-0,5 0,5 0,5
_]-05 | os | -05
Pr=t o5l P21 o050 727 -05

0,5 0,5 0,5
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TasLICA 4.1
Obserwacje cech z poszczegdlnych jednostek do$wiadczalnych
Nr jednostki w podzbiorze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nr bloku w podzbiorze 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4
Nr obiektu 1 2. 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4
Podzbiér Cecha Obserwacje
M 1 5 9 2 5 6 9 7 6 6 4 3
2 8 8 9 11 15 5 12 12 6 6 6 13
Nr jednostki w podzbiorze 1 2 3 4 5 6 7 8
Nr bloku w podzbiorze 1 1 2 2 3 3 4 4
Nr obiektu 1 3 1 4 2 3 2 4
Podzbior Cecha Obserwacje
1 2 8 7 4 3 3 5 8
Sz 3 10 17 15 12 11 13 17 19
Nr jednostki w podzbiorze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nr bloku w podzbiorze 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
Nr obiektu 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Podzbiér Cecha Obserwacje
s 2 , 5 5 9 8 11 15 8 7 7 14 13 10
3 3 10 11 18 19 20 18 15 12 11 10 18 18
Nr jednostki w podzbiorze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Nr bloku w podzbiorze 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
5 5 5 6 6 6 7 7 7 8 8 8
Nr obiektu 1 2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 4
1 3 4 1 3 4 2 3 4 2 3 4
Podzbidr Cecha Obserwacje
1 2 2 5 2 9 9 8 3 4 4 7 6
6 6 5 5 7 3 3 2 8 9 7 7
Sa 2 15 14 14 5 6 6 9 7 10 11 11 8
8 7 9 10 12 5 5 6 14 15 13 13
3 19 20 20 18 11 11 12 13 13 17 15 16
9 19 20 11 10 10 11 14 17 18 18 19

Tak wigc spelnione sa oba warunki definicji 2.3 i mozliwe jest przeprowadzenie
estymacji oméwionej w § 3. Stosujac wzory (2.2), (2.3) i (3.3) obliczamy najpierw

macierz

Q = [Q(l), Q(Z), Q(s)a Q(4)]'
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Otrzymujemy
—0,33 2,33 —1,50 —2,00 —500—-4,00 —4,00 2,33 4,67
0= 5,33 2,00 —1,50 —2,00 6,00 —6,00 0,67 —2,67 —6,00
—-3,67 0,33 3,00 4,50 2,00 6,00 3,67 —1,00 —3,00
—1,33 -4,67 0,00 -0,50 -3,00 4,00 -0,33 1,33 4,33
Korzystajac nastepnie ze wzoru (3.24) obliczamy wektory
x{,=[-1871 —1,474 0 ], xj,=[ 1,663 —0907 0 ],
x3,=1[ L122 0 1,448}, x;, = [—-0,624 0 -0,802],
x5p0=[0 —0,340 3,621}, x5, =[ O 1,020 —0,802],
x4, =1 1,247 0,113 0,483], x4, = [ 0,139 —0,454 —0,668],
: xi3 = [—0,693 —0,794 0 ],
x33 = [—0,624 O —1,002],
x3;3=1[ 0 -2,721 0 ],
x4y = [—1,802 1,247  3,608],
z ktérych, zgodnie z (3.11), (3.12) i (3.24), uzyskujemy wektory
ziy=[ 0,449 —-1,701 5,552},
z; =1 1,179 -0,341 —2472],
zy = [—3,118 —2,268  2,606],
bedace, na mocy (3.6) i (3.10), ocenami nieobcigzonymi kontrastéw bazowych
¢y, cay 1 iy okreSlonych za pomoca wektorow

—1,871 —1,871 1,871

I R o = 1,871 e | 187
! 1,871 7 ? 1871 —1,871
1,871 1,871 1,871

Kolejne skladowe wektorow z;, j = 1, 2, 3, sa oczywiscie estymatorami kolejnych
trzech cech.
Nastepnie, stosujac wzor (3.16), obliczamy macierze

3,383 —3,650 0 R 18,0 0 150
M, EOMm = =365 1925 o], M, EoM,=|0 o o |,
0 0 0 150 0 12,5
: 0 0 0o . 6,439 4,220 —1,340
M EOM; =10 9,472 10,764 |, M. E®M,=| 4220 6804 1,229].
0 10,764 20,639 —1,340 1,229 3,074

Z nich, wykorzystujac wzory (3.9) i (3.23), obliczamy oceny macierzy kowariancji
wektoréw z;, dla j = 1, 2, 3, otrzymujac

11,111 1,625 3,096

Zo=| 1,625 13,426 4,785/,
3,096 4,785 13,545
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- 10,606 1,806 1,309
2, =] 1,806 13,426 5297{,
| 1,309 5,297 14,594 |

10,606 1,806 1,309
2, =] 1,806 13,426 5297].
| 1,309 5,297 14,594

Z powyiszych wynikéw, jako dotyczacych kontrastow bazowych, mozemy
uzyska¢ oceny dowolnych kontrastéw migdzy obiektami oraz oceny macierzy ko-
wariancji tych ocen.
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