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Twierdzenia Koeniga i Birkhoffa i ich zwiazek z zagadnieniem
minimalizacji czasu trwania pomiaréw automatycznych laczy
telekomunikacyjnych*

(Praca wplynela do Redakcji 1.12.1979)

1. Wstep. W pracy tej rozwazaé bgdziemy problem minimalizacji czasu potrzeb-
nego do pomiaru parametréw wszystkich telekomunikacyjnych taczy w pewnej
sieci taczy migdzymiastowych. Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

(i) dla kazdego i,1 < i < p, oraz j, 1 < j < p, zadana jest liczba k;; laczy do
zmierzenia migdzy weztem ,,i”-tym a ,,j”-tym (p oznacza tu liczbg wszystkich weztow),

(ii) pomiar jednego lacza trwa jednostke czasu,

(iii) pomiaru lacza relacji (7,7) mozna dokonaé tylko wtedy, gdy wspolpracuja
ze soba aparat wyjsciowy znajdujacy si¢ w i-tym weZle oraz aparat wejsciowy w j-tym
wezle,

(iv) w kazdym wezle jest dokladnie jeden aparat typu wyjsciowego i jeden aparat
typu wejsciowego,

(v) w kazdej chwili aparat pomiarowy moze mierzy¢ co najwyzej jedno lacze.

Celem naszym jest wykazanie istnienia optymalnej procedury wykonywania
pomiaréw oraz podanie minimalnego czasu trwania odpowiadajacego tej procedu-
rze (por. [3], gdzie zagadnienie powyzsze zostalo sformulowane i rozwigzane przy
uzyciu twierdzen, ktérych dowody znajduja si¢ w niniejszej pracy). Przypadek
ogdlniejszy, gdy zamiast (iv) zaktadamy nizej sformutowany warunek (iv'), w dos¢
prosty sposéb daje si¢ rozwiaza¢ w oparciu o wyniki tej pracy (zob. [5]). Oto jego
tresé:

(iv)) w kazdym wezle jest pewna skoficzona liczba aparatéw pomiarowych.
Rozwigzanie zagadnienia w przypadku (iv’) polega, z grubsza méwiac, na tym,
Ze najpierw w ramach kazdej pary weztéw po réwno rozkladamy zadania na znaj-

dujgce sig tam aparaty pomiarowe, a potem, traktujac poszczegdlne aparaty jako
wezly, stosujemy wyniki prezentowanej pracy.

* Problem weztowy 06.5.1 (resort lacznosci).
{431
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Inaczej moéwiac, zagadnienie polega na dobraniu takich wspoélczynnikéw 4,
w przedstawieniu

(1.1) K =) iE,
aby

(i) E; byly macierzami zerojedynkowymi, o co najwyzej jednej jedynce w kazdej
kolumnie i w kazdym wierszu,

(ii) A; byly nieujemnymi liczbami calkowitymi,

(iii) Zli przyjmowala warto$¢ najmniejsza spos$rdd wszystkich przedstawien
postaci (1.1) spelniajacych warunki (i), (ii)
oraz na podanie wzoru na minimalng sume.

W istocie pokazemy istnienie liczb A}, dla ktérych zachodzi nieréwnosé . A¥ <
< Z A; przy dowolnym ukladzie liczb A; spelniajacym (wraz z pewnymi macierza-
mi E;) zwiazki (1.1), (i) oraz warunek

(ii") 4; sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

Okaze sig przy tym (zob. wniosek 5.2), ze A;* sa liczbami naturalnymi, a najkrétszy
czas pomiaru wszystkich taczy (Z A¥) wyraza si¢ wzorem (2.3); jest zatem znany
jeszcze przed rozpoczeciem pomiardw,

2. Definicje i oznaczenia.

DEFINICIA 2.1. Parg pokryé H,, H, dowolnego zbioru X nazwiemy pargq maksy-
malnie transwersalnych pokryé (PMTP), jesli

H, = {mc)_f: #(mnm)<
.1) Hy={mcX: & mnm)<
gdzie # oznacza moc zbioru.
Pokrycia maksymalnie transwersalne odgrywaja zasadnicza rolg w problematyce
graféw doskonalych, w ktdrej poczesne miejsce zajmujg hipotezy Berge’a (zob.
dyskusja w § 5 bezposrednio po wniosku 5.2).

Zauwazmy, ze kazda rodzina H podzbioréw X, czyli hypergraf H na X (zob. [1],
str. 389), wyznacza jednoznacznie norme na przestrzeni R", n = 4 X, mianowicie

.2) gu(x) = max Y |x,|, xeR"

€ ieh -

1 Vm' e H,},
1 Vm' e H,},

DEFINICIA 2.2. Przez nos$nik macierzy K rozumie¢ bedziemy zbidr
n(K) = {(i,j)l ki; # 0}.
DEFINICIA 2.3. Stopniem macierzy K wzgledem hypergrafu H nazwiemy wielko$é
sy(K) = max % (n(K) n h).
heH
Niech teraz X bedzie zbiorem indekséw macierzy prostokatnej pxgq, p < q.
W pracy tej przez linie rozumie¢ bedziemy taki podzbiér X, ktéry odpowiada pewnej

kolumnie badZ wierszowi. Natomiast permutacjq nazywaé bgdziemy taki podzbiér
m c X, dla ktérego
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(i) cze$¢ wspdlna m z dowolna linig jest co najwyzej jednoelementowa,

(ii) m nie jest podzbiorem zadnego m’ (réznego od m) spehiajacego (i).

Rodziny linii na X oraz permutacje oznacza¢ bedziemy przez Hy, Hp, odpowia-
dajace im NOTMY @u,, Pup PIZEZ Py)1, Puw)p (NOrma wedtug linii, norma wedtug permu-
tacji). W dalszej czesci pracy interesowa¢ nas beda tylko te dwie normy okreslone
dla x € R?*4, czyli dla macierzy prostokatnych o p wierszach i g kolumnach. Mamy
wigc

q } 4
@3) Pun(B) = max {max > [k, l, max 3 1k, ),
o=l i=1
P
(2.4) oo = max Y [kiuco |,
o i=1

¢ jest permutacja p spo§réd g kolumn.
DEFINICIA 2.4. Przez stopieri liniowy macierzy K bedziemy rozumie¢ stopien K
wzgledem hypergrafu H;, a wigc wielko$¢

.5) s.(K) = max # (n(K) N h),
heHL,

Stopieri permutacyjny za$ okre$lamy wzorem

(2.6) sp(K) = max # (n(K) nh).
heHp

Przyjmijmy teraz podstawowe w tej pracy oznaczenia.
2.7 B, = {KeR: p,(K)< 1}, Bp= {KeRM: ¢,,(K)<1},
oraz
Bi = By n {K:k;; > 0 Vi,j}, B} =Bpn {K: k;;>0 Vi,j}.
Zauwazmy, ze zdefiniowane powyzej cztery zbiory sa wypukle, ograniczone i domk-

nigte, a wigc na mocy wniosku 18.5.1 z [4] sa uwypukleniami swych punktéw ekstre-
malnych.

3. Charakteryzacja punktéw ekstremalnych zbioréw B, Bp, B:, B}. Przed wy-
kazaniem podstawowego dla nas twierdzenia 3.3 podamy krétki dowdd twierdzenia
Koeniga (por. twierdzenie 11.2.1 z [2}).

TwierDZENIE 3.1 (Koenig, 1931). Niech dana bedzie macierz zerojedynkowa K.
Wéwczas najmniejsza liczba pokrywajgcych wszystkie jedynki macierzy K rowna
Jest jej permutacyjnemu stopniowi.

D ow 6d. Bez zmniejszania ogdlnosci przyjmijmy (przedstawiajac ewentualnie
wiersze i kolumny, co jest dozwolone), ze

K, K,
K—[KS 0]’

gdzie K; ma na gléwnej przekatnej jedynki oraz jest macierza kwadratows stopnia
r = sp(K). Niech X;,i= 1,2, 3,4, oznaczaja zbiory indekséw odpowiednio dla
macierzy K, K,, K; oraz K, = 0. Potézmy

G.1) Z, = {(i,j) Xz kyy =1}
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Niech W1, ..., W, bedzie najmniejsza liczba wierszy zawierajacych Z,. Zauwazmy,
ze jesli (i, j) € Z,, to dla kazdego (n, i) € X3 mamy k,; = 0 (w przeciwnym wypadku
otrzymaliby$my r+1 jedynek na pewnej permutacji, czyli 5,(K) > r). Niech dalej

Z; = {(m,i)eX;: km =1 oraz 3j dla ktérego (i,j) € Z,},
Z, = ZN(W UWEu ... UWD.
Jesli Z, # @, to wybieramy najmniejsza liczbg wierszy W3, ..., W7, ktore zawie-
raja Z,. Zauwazmy, ze jesli (m, i) € Z,, to dla kazdego (r, m) € X3 mamy, podobnie
jak poprzednio, k,, = 0. Niech z kolei
Zy={(n,m)eX,: kyn =1 oraz 3i, ze (m,i) e Z,},
Zy=ZN\(WZu...uW2).
Postepowanie powyzsze kontynujemy, aZz po raz pierwszy, dla pewnego &, Z;, = &.
Woéwcezas za pozostale sp(K)—(ry+7r,+ ... +r) linii wybieramy kolumny prze-
chodzace przez te indeksy (i, i), 1 < i < r, ktore nie byly zawarte w Zadnym z uprzed-
nio wybranych wierszy. Twierdzenie jest udowodnione. m

(3.2)

(3.3)

TWIERDZENIE 3.2. Macierz K € B} jest punktem esktremalnym zbioru Bl wtedy
i tylko wtedy, gdy

() ke {0,1},1<i<p,1<j<q,

(ii) istnieje permutacja h taka, e n(K) c h.

Dowdd. Latwo sprawdzi¢ ze warunki (i), (i) sa dostateczne. Niech teraz
K = [k;],1 <i<p,1<j< g, bedzie punktem ekstremalnym zbioru B}. Wystar-
cza dowie$¢ warunku (i), z ktérego natychmiast wynika (ii). Dowéd przeprowadzimy
nie wprost, zakladajac ze dla pewnej pary (r, s) mamy
3.4 0<ks<l.
Jedli p < ¢, to rozumowanie przeprowadzamy dla macierzy kwadratowej

(3 K=ll={g” LSISP

Rozrézniamy dwa przypadki. Jeéli per(K) > 0, gdzie permutant dany jest wzorem
per(K) = 3 [1kiouy» o 0znacza tu dowolna permutacje kolumn a [] iloczyn, to
istnieje per‘;nutacja g kolumn o* = {j,j,, ..., /,} taka, ze k;;, # 0 dla 1 < i< q.
Zatem

(3.6) K =aK'+(1-a)K? a = mink,
3.7 O<a<l, K!'#K?) KeB} i=1,2
gdzie

I, j=j 1
38 K' =[kli1=3" L 2 - " (K—gKb).
( ) [ u] 0’ j#j(, K 1—a (K GK)

Latwo sprawdzi¢, ze warunki (3.6)-(3.8) sa spehione, a wigc K = K nie moze by¢
punktem ekstremalnym.
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Niech teraz per(K) = 0. Wowczas sp(K) < g, zatem z twierdzenia 2.1 oraz
z tego ze K € B} wynika, iz suma wszystkich elementéw macierzy nie przekracza g— 1.
Dla pewnych (ip,jo) mamy wigc

J»a

q
(3.9) Dy, <1 omaz ki < 1.
i=1

i=1

Niech Y(K) oznacza zbiér tych (io, jo) dla ktorych zachodzi (3.9). Jesli teraz dla
pewnego (io, jo) € Y(K) mamy k; ;, > 0, to K = K'+3K?, gdzie przy pewnym
dodatnim &

e, (i,j) = (io>jo),

0’ (lsj) # (i0>j0)’

co jest niemozliwe, gdyz K jest punktem ekstremalnym, K*, K? s3 elementami Bf.

Istnieje zatem taki (p, g) € Y(K), dla ktérego k,, = 0. Przyjmujac dla odpowied-
niego ¢

(3.10) K'=K+K%, K2=K-K°, K=k} ={

kij, (l’.]) # (P, ‘1),
e, (@,) =9
otrzymujemy, Ze dla K € B, (p, q) € Y(K®). Jesli w dalszym ciagu per(K?) = 0,
to postgpowanie powyzsze kontynuujemy, otrzymujac, dla pewnego /, per(K®) >0.
Woéweczas, podobnie jak to byto z macierza K (por. wzory (3.6)-(3.8)), otrzymujemy
K? = a.K'+(1 —a)-K>
Oznaczmy przez A: R?* — RP? operator rzutowania okreslony wzorem
lij k?}’ = ku,

0, dla pozostatych.

K& = [k = {

AL) =L* L* =[] ={

Otrzymujemy
K = AKD) = a- AK)+ (1 —a)- AK?)
i w konsekwencji

(3.11) K=aK'+(1-a)-K3, 0<a<l, KweB}i=1,2

Ponadto K! # K2. Rzeczywiécie, z uwagi na postaé K! réwnosé ki = kZ zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy ki =kZ € {0, 1}, co jest niemozliwe ze wzgledu na (3.4).
Otrzymaliémy wigc warunek (3.11) sprzeczny z ekstremalnos$cia punktu K. m

TWIERDZENIE 3.3. Macierz K € By, jest punktem ekstremalnym By, wtedy i tylko
wtedy, gdy

() ke {0,-1,+1}, 1<i<p, 1<j< g

(ii) istnieje permutacja h taka, ze n(K) = h.

D o w 6 d. Rozumujemy tak jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia do mo-
mentu uzyskania zwiazkéw (3.9). Nastepnie, niezaleznie od tego, czy (io, jo) € Y(K),

postepujemy jak poprzednio dochodzac do sprzecznosei, co konczy przeprowadzany
przez nas dowod nie wprost. m
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4. Minimalizacja czasu trwania pomiaréw Iaczy migdzymiastowych. Niech K bedzie
macierza okreslajaca liczbe taczy migdzy poszczegéinymi weztami (por. rozdziat 1).
Woéwczas K- [p,(K)]! € BL. Z twierdzenia 3.2 oraz wniosku 18.5.1 z [4], otrzy-
mujemy
(4.1) K= WE, D &= guK),
gdzie A} sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, E; za§ macierzami spelniajacymi
warunki (i) oraz (ii) z twierdzenia 3.2. Z drugiej strony, jesli K = Z w E;, gdzie E;
s3 punktami ekstremalnymi zbioru B}, to

pun(K) < ZM}‘ PwnEy) = Zﬂj-
Nier6wno$¢ ostatnia pokazuje, ze @,,;,(K) jest minimalnym czasem trwania pomia-
réw, gdyz w istocie A} wystepujace w (4.1) sa nieujemne i catkowite, o czym méwi
wniosek 5.2.

5. Whioski.

WnioseK 5.1 (dualne twierdzenie Koeniga). Dla dowolnej zerojedynkowej ma-
cierzy K najmniejsza ilos¢ permutacji pokrywajqcych wszystkie jedynki z K réwna jest
liniowemu stopniowi macierzy K.

Dow6d. Poniewaz K € Bf, zatem rozumujac jak w § 4 otrzymujemy

3 ,
.1 K= HE, Y A=K = sK.
SkorzystaliSmy tu z oczywistej réwnosci ¢, (K) = s.(K) dla macierzy zerojedynko-
wych (por. (2.5)). Zatem przedstawienie (5.1) jest optymalne w sensie minimalizacji
sumy wspdlczynnikéw. Wezmy pod uwage jedna z macierzy E; wystepujacych
w (5.1), np. E,, i polézmy K, = K— A% -E, € Bi. Pokazemy, zZe
(5.2) Pwn(Ky) = (Pw/l(K)_l’:'
W tym celu wystarczy zauwazy¢ (korzystajac z (5.1)), ze

Pun(Ky) < D AF = gop(K)— A%

i#*1
oraz

(Pw/l(K) < ¢w/l(K1)+l*-
Z (5.2) wynika, iz no$nik macierzy E, przecina si¢ z kazda linig A, dla ktérej Z 1%

przyjmuje warto$¢ najwigksza (réwna @, (K)) na tych indeksach (i, j) € X, na kto-
rych macierz K ma niezerowe elementy. Stad

(5.3) SL(K—E,) = g u(K=E)) = ¢,,(K)—1 = s, (K)—1.
Dowodzac wniosku indukcyjnie i korzystajac z (5.3) otrzymujemy Zadana tezg. m

WNIOSEK 5.2. Dla dowolnej macierzy K o wspdlczynnikach naturalnych liczby Af
wystepujace w przedstawieniu (4.1) sq calkowite i nieujemne.
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D ow 6d. Prowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na ¢, (K). Przypadek
@wn (K) = 1 jest oczywisty. W kroku indukcyjnym korzystamy z réwnosci

(5.4) Pwn(K—E,) = ¢un(K) -1,
ktéra otrzymujemy w taki sam sposob jak w dowodzie wniosku 5.1. =

Dualne twierdzenie Koeniga, cho¢ w zasadzie nie jest nigdzie explicite sformu-
towane, mozna otrzymaé, jako prosty wniosek, z kazdego z nastepujacych dwéch
twierdzefi: twierdzenia 11.16 z [2] oraz tzw. stabej hipotezy Berge’a (zob. [1], str. 360).
W naszej terminologii hipoteza ta glosi, iz dla dowolnych hypergrafow H,, H,
na dowolnym zbiorze X, takich ze (H,, H,) jest PMTP (zob. def. 2.1), nastgpujace
warunki sa réwnowazne:

(i) najmniejsza liczba linii z H; (tj. h € H;) pokrywajacych dowolny podzbior
m < X réwna jest max # (m N h):he H,,

(ii) najmniejsza liczba linii z H, pokrywajacych dowolny podzbiér m < X wy-
nosi max # (mnh): he H,.

Dowody obydwu wspomnianych twierdzen sg jednakze dtuzsze od naszego do-
wodu; szczegdlnie odnosi sig to do hipotezy Berge’a, ktéra postawiona w 1961 roku
dowiedziona zostala dopiero 10 lat pdzniej.

WNIOSEK 5.3. Przestrzefi unormowana macierzy prostokqgtnych (RP*%, @g) jest
sprzezona do przestrzeni (RP*%, @y1); W szczegdlnoSci @un = Qulps Pup = Pwit-

D o w 6 d. Korzystajac z definicji normy sprzezonej oraz twierdzenia 3.3, mamy
(ponizej ext A oznacza zbiér punktéw ekstremalnych zbioru 4)
P

Fin) = _sup (K, K) = max Y kil = guio(K).
Keext Br, i=1
Z refleksywnoS$ci przestrzeni skonczenie wymiarowych otrzymujemy drugg cze$é
wniosku. B

WNIOSEK 5.4, Macierz X € Bp jest punktem esktremalnym zbioru Bp wtedy i tylko
wtedy, gdy

() kije {0,—1,+1}, 1<i<p, 1<j<gq,

(ii) istnieje taka linia h, dla ktérej n(K) = h.

UWAGA 5.1. Zbidr macierzy bistochastycznych B’ jest Scianq ekstremalng zaréwno
zbioréw B} jak i By.

Dowo6d. Mamy wigc pokazaé, ze jesli Ke B, K = AK'+(1-D)K?, 2 > 0,
gdzie K! eBL, K?e B, to K! eB', K2 € B'. Rzeczywiscie, niech 1 < i, < p, 1 €
<o € ¢, K = [k, K = [k}], K* = [k}]. Wbwczas

'Me

it
—

j j=1

q
Z K+ Z(l _Nk2 ;= Aa'+(1— D),
7=1

gdzie || < 1, [b'| < 1; stad 1 =

=d =b.m
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WNIOSEK 5.5 (twierdzenie Birkhoffa). Kazda macierz bistochastyczna jest kombi-
nacja wypuklq macierzy permutacji (por. [2], str. 192).

DEerINICIA 5.1. Nieujemna macierz kwadratowa K nazwiemy dualnie bistocha-

P
styezng, jesli dla kazdej permutacji o, Y. ki = 1.
i=1

UWAGA 5.2. Zbidr macierzy dualnie bistochastycznych B" jest Scianq ekstremalng
zbioréw BE, Bp (por. uwage 5.1).

Czytelnik bez trudu sformutuje i udowodni ,,dualne twierdzenie” Birkhoffa.
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