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1. WSTEP., SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazamy model liniowy y = X3 +¢ , w ktérym y*‘ = (y1, Yosr seey ¥p)
Jest wektorem obserwacji, f)T = (g“o,l, 4\32, ooy pk) Jest wektorem
(nieznanych) wspéiczynnikéw regresji, X = (xij), i=1, 2, 4eey n,
J=1, 2, eee. kK, k<n, Jest dang macierzg rzedu r (macierzg planu
eksperymentu) oraz gf = (5,1, E oy sens 5n‘) jest wektorem ,zakidcen":
‘E.i, i=1,2, «v., n, 5§ niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie majgacym cztery pierwsze momenty centralne },Lp, D =
=1, 2, 3, 4 (62 = pe). Zaktadamy przy tym, Ze Ee, = 0 oraz ze
X”2:= ('}Lh/erl') -3 =‘b~g, gdzie 6‘2 Jest ustalong liczbg (wiadomo, ze
zawsze ), =2).

Zadanie polega na skonstruowaniu takiego estymatora wariancii

52, ktérego wariancja zmienialaby sie¢ mozliwie mato, gdy kurtoza

[2 modelowego rozktadu ulega zmianie i przebiega pewien przedzial

S0 ¥2)r Yol T2 <2

[127]
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Przypadek modeli gaussowskich (6i ma rozklad normalny, Kg = 0)
byl rozwazany Juz w 1931 roku przez Pearsona [5] i péiniej w licz-
nych pracach, np. w 1953 roku przez Boxa [1] i w 1955 roku przez
Boxa i1 Andersena [2]. W pracach tych koncentrowano uwage¢ na bada-
niu konsekwencji zakldécen modelu gaussowskiego polegajgcych na zmia-
nie kurtozy ¥+ PTZy czym konsekwenc je te opisywano za pomocg zmian
rozmiaru ré2nych testéw (testu t Studenta, testu F Snedecora i licz-
nych testédw stuzgcych do pordéwnywania wariancji). Obszerny- przeglad
tych badar oraz oryginalne wyniki przedstawione zostaly w 1982 roku
w pracy Niirnberga [4].

W niniejsze] pracy ograniczamy si¢ do rozwazania konsekwencji
polegajacych na tym, 2e w wyniku zmiany kurtozy moze zmienié sig
wariancja estymatora (w wyniku tego moze rdéwniez ulec zmianie moc
i rozmiar testéw oraz poziom ufnoéci przedzialéw ufnosci, opartych
na wariancji). W naszych rozwazaniach zalozenie o normalnosci roz-
ktadu nie jest potrzebne. Ograniczymy sie do badania estymatordw
postaci yTAi, gdzie - bez straty ogdélnosci - A jest macierzg syme-
tryczng, i efektywnie wyznaczymy najbardziej odporny, ze wzgledu
na zmiane wariancji, estymator wariancji w te) klasie. Interesujgce
Jest, 2e Jezeli Y9s Yoo eees ¥y Jest ciggiem niezaleznych obserwa-
cji o jednakowym rozktadzie, to okazuJje sie, Ze takim estymatorem
Jjest standardowy estymator sz.

Formalnie zagadnienie mozna opisaé w nastepujgcy sposéb, Niech
a oznacza wekltor utworzony z przekgtnej macierzy A, tzn. niech

a = dlag A. Wtedy

E y'lAy =62 tra + f)TXTAX[_“:,

(1)
Var ylAy = 5“(xéa1a + 2 tr(a®))+ 462 xTa%p + 4P3pTxTAa'
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Wzorujgqc sig na koncepcji odpornosci z pracy [7], opiszemy odpor-
nosé estymatora yTAy za pomocg wielkosci

sup _ Var yTAy - inf _ Var yTAy = (XE - Ké)aTa;
L2252 Y2 <82 <% =

wtedy zadanie sprowadza si¢ do znalezienia estymatora yTAy o mini-
malnym aTa. Bez zadnych ograniczen na macierz A (a wigc na estyma-
tor) otrzymujemy trywialne rozwigzanie a=0; sq to jednak estymato-
ry bezsensowne, gdyz wéwczas E yTAy = ﬁTXTAxp. Ograniczymy wigc

zbidér rozwazanych macierzy A do klasy A macierzy symetrycznych ta-
kich, ze

)

(VfR,X) E yTAy =62 - nieobcigzonoéé estymatora,

(V3,x) (y - x@)TA(y - Xp) = yTAy - niezmienniczosé

estymatora.

Ze wzoréw (1) wynika, ze AecA witedy 1 tylko wtedy, gdy A jest ma-
cierzg symetryczng speiniajgcg warunki

tr A = 1,
@)
AX = 0.
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Ostatecznie zadanie brzmi: znaleZé macierz Aec4, dla ktére ara

osigga minimum.

2. CHARAKTERYZACJA ZBIORU A4

Niech m dim Ker XT. Wykazemy, Z2e AccA wtedy 1 tylko wtedy, gdy

3 A = B/trB,

gdzie

o

-Z Z@ia(bb +bb)

i=1 J=i

dla pewneJ bazy b1, b2’ ceey bm przestrzeni Ker XT oraz pewnych
rzeczywistych ﬂij'

Dostatecznoéé warunku Jest oczywista. Wykazemy Jego koniecz~
noéé. Niech AecA . Z warunkéw (2) wynika, 2e A = B/trB, gdzie B
Jest dowolng macierzg symelryczng takg, e BX = O. Ale wtedy

T T T
(14) B = Y1b1 + y2b2 + oo + ymbm

dla pewnej bazy by, b2, ceey bm przestrzeni Ker XT i dla pewnych
wektoréw y,, Yor eees Yp€ R". Poniewaz macierz B ma byé symetrycz-

na, wiec musi byé réwnieZ spelniony warunek BiX = O. Poniewaz

T T T T ,
BY = b1y1 + b2y2-+ ese + bmyu' wiec Yis Yo» eeey ¥, mUSZY réwniez

nalezeé do Ker X-. Zatem
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yi = ﬁ1ib1 + (521'[)2 e .y "_l' ﬁ@ibﬂf (i a2 1, 2, veey m}

AN

dla pewnych pij' Stad otrzymujemy

m m
B= ). ) ﬁijbib?;j"

i=1 j=1

Poniewaz uktad macierzy b1b§ (i, 3 =1, 25, «eey, m) Jest liniowo
niezaleiny, wiec z warunku B = BT otrzymujemy Bij = ﬂﬁi i stgd pos~
taé (3).

Uwagaes1 Jezelir =k =n, toA jest zbicrem pustym; 2)
jezeli r =n - 1, to A jest zbiorem jednoelementowym; 3) jezeli

r&n - 2, to o4 zawiera nieskoriczenie wiele elementéw.

Dowéd uwagil. Ad 1) Jedyng macierzg spetniajgcg AX =
= 0 jest A = O. Wéwczas Jednak nie zachodzi tr A = 1. Ad 2) Jezeli
r=n-1, tom=11 wtedy Jedyng macierzg postaci (3) Jest A =
= byb3/biby. Ad 3) Jezell r&n - 2, to m»2. Niech by, b, ¢ Ker X'
bedg wektorami liniowo niezaleznymi. Jezeli A1 oraz A2 S8 macierza-

mi skonstruowanymi tak jak A w Ad 2), odpowiednio dla b1 ib,, to

2’
A1Ea4, Aze A oraz kazda wypukla kombinacja liniowa tych macierzy

halezg do A,

3. ESTYMATOR NAJBARDZIEJ ODPORNY

Niech r<n - 2. Zadanie wyznaczenia estymatora najbardziej odporne-~
80 bedziemy rozwigzywali w dwdéch etapach: najpierw wyznaczymy prze-
katng ao = ?, ag, eony ag)T estymalora najbardziej odpornego, a

nastepnie wyznaczymy macierz A tego estymatora.
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Jezeli B ma postaé (3), to

m m
diag B = D )\ By 4d) 4
i=1 =i

gdzie dlj

zaleznych wektoréw dij (1 =1, 2, eeop,my J =1, i+1, ..o, m),

= diag(bibg + bjbf). Niech d begdzie liczbg liniowo nie-

Oczywiscie liczba d nie zalezy od wyboru bazy b1, b2, cany bm. Wyz-

0

naczenie przekgtnej a” sprowadza si¢ do wyznaczenia, w przestrzeni

liniowej rozpigte] przez wektory d}j (1 =1, 2, asey mjy J = 4.

i+1, ee., m), wektora a0 = (a?, Any eeey ag)i, dla ktérego

n n

E: ag = 1 oraz ES (ag)2 = min. Jak wiadomo, zadanie to ma zawsze
{21 i=1

Jak wiadomo, zadanie to ma zawsze dokladnie Jedno rozwigzanie.
Niech A\ bedzie macierzg, ktére) kolumnami sg wektory dlj

(1 =1, 2, veey m5 3 =1, 141, +ou, m) 1 niech BT = (Bygs Pras oor

ceey ﬁ1m' 922, 923, sesy pmm)' Zadanie wyznaczenia macierzy A pos-

taci (3) dla estymatora najbardziej odpornego sprowadza si¢ teraz

do wyznaczenia rozwigzan [3 réwnania
(5)  Ap=a®.

Niech(ﬂhccﬁ' oznacza zbidr macierzy A takich, ze diag A = al.
Poniewaz macierze A eo4R sg§ Jednoznacznie wyznaczone przez rozwig-
zania 5 réwnania (5), wigc w przypadku d = %—m(m + 1) zbiér g Jest
Jednoelementowy, a w przeciwnym przypadku, tzn, gdy d<i% m(m + 1),
zawiera on nieskoriczenie wiele elementéw. Kazda z macierzy A< Ap
wyznacza najbardziej odporny estymator yTAy warianc ji 62. Sposréd
tych estymatoréw mozemy wybraé optymalny w sensie jakiegoé dodal-

kowego kryterium, np. kryterium minimalnej wariancJji.
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4, MINIMALIZACJA WARIANCJI W KLASIE OQR

Niech d.<%~m(m + 1). Wyznaczenie w klasiecﬁ'R estymatora o minimal-

neJ wariancji sprowadza sl¢ do rozwigzania zadania

tr (Az) = mint,
AX = 0,

tr AVi = ag, i=1, 2, ¢eey n,

gdzie V, = (Jk(féi)) gdzie d"-év) Jest deltg Kro-

m, k = 1, 2, ey n'
neckera (warunek tr AVi = Jest réwnowazizny warunkowi a4 =0C)
Rozwigzanie tak sformulowanego zadania podane Jest w monogra-

fii Rao [6}, § 1.6.3(i1). Rozwigzaniem jest macierz

A= (a3 1, 3=1,2, «uuy n,

gdzie
n
o
813 7 z Apdipipss
p=1
Q= (qy =1I- X(xXx)"xE
Ooragz

]\ = (/\1. AZ' ceey An)
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Jjest rozwigzaniem ukladu réwnai liniowych

n

2 0 ~
Z /\pqu=aj, j--1, 2y ese; Do
p=1

5. POROWNANIE ZE STANDARDOWYM ESTYMATOREM WARIANCJI

W 0gélnym przypadku estymator yIAxy nie musi pokrywaé sie ze stan-

dardowym estymatorem wariancji zwigzanym z macierzg

5= -xENXH/(n- r);

przyktad podajemy nize]J. Estymatory te pokrywajg sie na przyktad
1 1 J)T
...,

n' n? . Wynika

wtedy, gdy przekgtna macierzy S ma postaéd (
to stad, ze taka macierz S Jest macierzg o minimalnym kwadracie
normy $ladu §:afi w klasie macierzy A = (aij)e A i ponadto esty-
mator z macierzg S Jest estymalorem nieobcigzonym o minimalne] wa-
riancji (dowéd tego faktu mozna znaleZé mp. w [ 3], § 8.19).

Jako wniosek otrzymujemy, ze w przypadku, gdy Yir Yor cees ¥y
s§ niezaleinymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie, najbar-
dziej odporny estymator o minimalne] wariancjl pokrywa sie z esty-

matorem standardowym

s = Z(Yi - )%/ (1) .

Odnotujmy, 2e wtedy

2
Var 52 = (}{g + 64
n n=-1
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oraz funkcja odpornosci jest réwna % Cgé -_ﬁé)'

W szczegélnosci wynika stgd bardzo wazny wniosek, Ze zaobser-
wowanych przez Pearsona (1931) i badanych przez Boxa (1953), Boxa
i Andersena (1955), Nurnberga (1982) i innych niestabilnodci tes-
t6w na pordwnywanie wariancjl nie da sie usungé przez oparcie sta-

tystyki testowej na bardzie] odpornym estymatorze wariancji posta-

ci yTAy. i
6. PRZYKLAD
Niech XT = 1000 . Wéwczas
111 0
0 o o o] 0 0 0 o |
0 1/4-1/4 0 0 1/3 -1/3 0
S = ’ A,( =
0 -1/4 1/4 0 o -1/3 1/3 0
o) 0 o 1/2 0 0 0 1/3
-l To, _ 3 - T 1 2
oraz & Var y'Sy = gy, + 1, 6 hvar YAY =3 Eo*+%
var y’hy{
"”””,/’1:;
/ T:A*
2 0 7

Funkcja odpornosci dla tych estymatoréw wynosi, odpowiednio,
3= 1(=
582 = ¥2) oz 3(¥p - f3)-
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