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Kognitywne przeszkody

w komunikowaniu sie nauczyciel — uczen!

1 Wstep

Truizmem staje si¢ dzi§ twierdzenie, ze rozwdj wiedzy matematycznej ucz-
nia zwigzany jest z budowaniem jego indywidualnej sieci kognitywnej. Zaczyna,
sie on dzigki funkcjonowaniu w realnym $wiecie. Poprzez zdobywanie do$wiad-
czef i tworzenie uogdlnien uczen tworzy sobie pierwsze wyobraZzenia pojeé
matematycznych. (Dubinsky 2000, Hejny 1997, 2003). Na tym etapie ksztal-
towania si¢ wiedzy matematycznej uczef czesto rozwigzuje problem poprzez
odniesienie do wezeéniejszych swoich do§wiadczen, rozpoznajac izomorfizm sy-
tuacyjny. Im ma bogatszy zaséb wiasnych doswiadczen i zwigzanych z nimi
dzialan, tym latwiej mu tworzyé pojecia ogélne i utrwalaé procedury dzia-
tan. W dydaktyce matematyki coraz czeéciej nawigzuje si¢ do sformutowania,
uzytego przez Vergnaud’a: ,pole do$wiadczen”, ktére jest zrodlem dla ,pola
pojeciowego” (Vergnaud, 2005).

W czasie lekcji matematyki procesy mys$lowe ucznia stymulowane sg gléw-
nie przez rozmowy i wymiane punktéw widzenia. Nauczyciel winien zaakcep-
towaé to, ze uczen samodzielnie buduje znaczenia pojec i zjawisk matematycz-
nych, jednak z drugiej strony winien by¢ $§wiadomy, ze ten proces wymaga dzie-
lenia si¢ ideami i my$lami. Matematyka jest nauka wymagajaca negocjowania
znaczenia, pojeé i terminéw, odpowiedniego postugiwania si¢ jezykiem, zna-
kami i symbolami, dostrzegania zwigzkéw miedzy sytuacja realng a abstrak-
cja matematyczng (por. Steinbring, 2005). Dyskusja daje szanse¢ pokazania,

!Praca wykonana w ramach grantu GACR 406/05/2444
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jak dany problem jest rozumiany — wielokrotnie rézne strony uczestniczace
w rozwigzywaniu problemu rozumieja go zupelnie inaczej. Wtedy rozmowa,
dyskurs jest okazjg do ustalenia w miare jednolitego spojrzenia na badany
problem. Rozmowa ulatwia wymiane pogladéw o matematycznych i meta-
matematycznych pojeciach zwigzanych z zadaniem, o sposobach rozwigzania
zadania, daje szense¢ na wymiang opinii i argumentéw pomiedzy jej uczestni-
kami (uczniami i nauczycielem). Stad komunikowanie sie uczniéw i nauczyciela.
jest traktowane jako kolejny istotny element wplywajacy na budowanie indy-
widualnej wiedzy ucznia.

W calym obszarze porozumiewania sie nieuniknione jest wystepowanie nie-
porozumien. Kazda informacja jest réwnoczednie przekazywana i odbierana,
wywolujgc okreslone skutki, kazda przestana informacja powoduje u odbiorcy
okreSlone skojarzenia, interpretacje, wywoluje z jego sieci kognitywnej okre-
$lone procedury. Nieporozumienia w komunikowaniu sie moga mieé rézne ko-
rzenie. Teoria komunikacji jako sztuki wzajemnego porozumiewania sie wy-
mienia szereg barier, utrudniajacych porozumienie (McKay, Davis, Flanning,
2004). Miedzy innymi przyjmuje sig, ze stopief wzajemnego zrozumienia w
sposdb oczywisty zalezy od wspélnego obszaru do§wiadcezen. Méwige inaczej —
im wiekszy zakres wspdlnych doswiadczen, tym lepsze porozumienie (Glodow-
ski, 1994). To spostrzezenie ma istotne konsekwencje dla procesu nauczania
matematyki, w ktérym stowo i inne symbole majg istotne znaczenie. Episte-
mologia konstruktywistyczna zaklada subiektywno$é wiedzy, ktora jest zalezna
od indywidualnych do$wiadczen. Na ogél u ludzi majacych rézne doswiadcze-
niach te same stowa maja inne znaczenie. R6znice w matematycznej strukturze
kognitywnej? u nauczyciela i ucznia sg bardzo duze, i nie sg jedynie zwigzane
z szerszym zakresem wiedzy. Nauczyciel nie tylko wiecej wie, ale czasami — w
odniesieniu do pewnych zagadnien — wie zupelnie inaczej niz uczen, widzac
zagadnienie z innej perspektywy. Stad wymiana mys§li nieuchronnie zwiazana
jest z nieporozumieniami: okreslone slowa, symbole, diagramy u kazdego moga
pobudza¢ inne procedury, wskazywaé na inne zwiazki. W niektérych konstruk-
tywistycznych podejsciach wrecz istnieje poglad, ze nie jest mozliwe wzajemne
porozumienie (Sierpiniska, 1996). I nie jest to zwiazane z faktem, ze nauczyciel
nie stucha ucznia. Wydaje sig, ze uwazne stuchanie to za mato, aby nauczyciel
mog} skutecznie prowadzi¢ lekcje wykorzystujac dyskusje pomiedzy uczniami,

*M. Hejny méwi o wewnetrznej strukturze matematycznej (internal mathematical struc-
ture — IMS). Zgodnie z jego opisem IMS jest dynamiczng siecig powigzan z wieloma ele-
mentami wiedzy, takimi jak pojecia, fakty, relacje, preyklady, strategie rozwigzari, algorytmy,
procedury, hipotezy, ..., tworzqcymi wezly tej sieci. To wszystko powoduje istnienie IMS. IMS
sama w sobie jest sieciq, tgczqcq te wszystkie elementy. IMS jest réwnoczesnie sposobem or-
ganizacji tych wszystkich elementéw tworzgeych wiedze (Hejny 2001, s. 15).
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jak 1 prowadzgc dialog z uczniem. Rézny poziom rozumienia znaczeh (wyste-
pujacy w sposéb naturalny u nauczyciela i ucznia) jest podstawg konfliktéw
mys$lowych, stwarza przeszkody w porozumiewaniu sie.

Biorac pod uwage fakt, ze Zrédlem nieporozumien mogg byé réznice w za-
kresie ,,pola do§wiadczen” nauczyciela i ucznia, i wynikajacy z tego faktu inny
indywidualny obraz matematyki, nie jest mozliwe unikniecie nieporozumienr w
zaden prosty sposéb. Przed nauczycielem zatem staje powazne zadanie: byé
$wiadomym mozliwosci zaistnienia nieporozumienia, stale diagnozowaé prze-
bieg dyskursu z punktu widzenia wzajemnego rozumienia sig, umie¢ zlokalizo-
waé zaistniale nieporozumienie oraz zanalizowaé jego przyczyune, by w koficu
widzieé, jak rozwigzaé zaistnialg sytuacje. Najwazniejsze jednak jest, by na-
uczyciel byl wyczulony w kierunku mozliwosci nieporozumienia i by jego reak-
cje przede wszystkim kierowane byly postawa: ,czy si¢ nawzajem rozumiemy”,
a nie — ,uczen sie myli”.

W trakcie konferencji CIEAEM 39, odbywajacej sie w Sherbrooke w Ka-
nadzie w 1987, zostaly sformulowane pewne postulaty zwigzane z postawa
nauczyciela wobec uczniowskiego bledu. Postulowano, by analiza bledéw byta
czescig kursu ksztalcenia nauczycieli. Zofia Krygowska, relacjonujac prace jed-
nej z grup roboczych, sformulowala takie postulaty: Nalezaloby doprowadzié
do tego, aby nauczyciel umial i cheial uswiadomic sobie wiasne sposoby ucze-
nia sie, aby zdawal sobie sprawe z roli doswiadczenia, aktywnosci i bledu w
tym procesie, aby byt Swiadom wlasnych reakcji emocjonalnych na bled, co
umozliwi mu lepsze zrozumienie ucznidw, aby zrozumial, Ze jego wizja tego, co
jest bledne, jest wzgledna, zalezna od jego koncepcji matematyki, jego wiedzy i
poprzednich doswiadczen. (Krygowska 1989, s.159). Bardzo identyfikujemy sie
z tymi stwierdzeniami, zwlaszcza zawartymi w ostatnim fragmencie tej wypo-
wiedzi. U uczacego sie czlowieka obraz matematyki stale sig zmienia i ten fakt
szczegblnie powinien wplywaé na postawe nauczyciela zwigzana z interpretacja
uczniowskich wypowiedzi.

Na tej samej konferencji Hans Freudenthal zwrécit uwage na fakt, ze mo-
wige o bledach uczniowskich nie sposéb pomingé¢ bledéw nauczycielskich. Te
wypowiedz odnidst do bledéw w ,sztuce nauczania”. Wyrdznil dwa typy dy-
daktycznych bledéw, zwiazanych z postawa nauczyciela:

1. zla interpretacja — lokalna lub globalna — uczniowskiego postepowania,

2. zla reakcja — lokalna lub globalna — na uczniowskie postgpowanie.

Nasze studium traktujemy jako przyczynek do wiedzy pomocnej nauczycielowi
w odpowiedniej interpretacji uczniowskiego postgpowania oraz odpowiedniej
reakcji na to postepowanie.
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Podczas wymiany zdah miedzy nauczycielem i uczniem czesto dochodzi
do nieporozumienia wyniklego z bardzo powierzchownego potraktowania ucz-
niowskiej wypowiedzi: ,poprawng odpowiedz” nauczyciel interpretuje jako te,
ktéra oddaje ,poprawne rozumienie” — cho¢ w rzeczywistosci bywa to wy-
uczona na pamieé sentencja czy regula. Ten typ zlego interpretowania uczniow-
skich wypowiedz: nie jest przedmiotem tego studium. Interesuja nas jedynie
takie sytuacje, w ktérych uczestnicy dyskursu artykuluja wiasne rozumienie
pojeé, relacji i proceséw. Réwniez nie interesuja nas réznice w pojeciowych
i meta-pojeciowych umiejetnosciach nauczyciela i ucznia (jest oczywiste, ze
nauczyciel potrafi rozwigzaé pewne zadania takimi metodami, ktérych uczen
nie zna, oraz ze zna pewne pojecia, ktore sg jeszcze uczniowi obce).

2 Metodologia

Wspdélne badania w obrebie zagadnienia komunikacji miedzy edukatorem
a uczniem rozpoczety$my w roku 2000. Punktem wyjscia byla analiza nieporo-
zumien, ktoére zaszly w trakcie prowadzenia wlasnych badan. Analizowaly$my
wtedy wlasne wywiady prowadzone z uczniami szkél podstawowych, gléwng
za$ metoda badawczg byla analiza atomiczna3 (Hejny, 1992) protokotéw spo-
tkan. Metoda ta bazuje na podziale protokolu na najmniejsze sensowne czesci.
W cze¢sciach tych zostajg zlokalizowane najistotniejsze zjawiska, nazywane tu-
taj statycznymi atomami, ktére w jakis sposéb reprezentujg mysli, emocje, po-
stawe badanej osoby (moga to by¢ slowa, gesty, sposéb reakcji). Dalsza praca
badacza polega na odtworzeniu powigzan miedzy tymi atomami, odtworze-
niu hipotetycznych ,,dynamicznych atoméw”, ktdre maja pokazaé umystowe i
emocjonalne zwigzki powodujace przejscie od jednego statycznego atomu do
drugiego. Aby méc odtworzy¢ powigzania pomigdzy poszczegdlnymi weztami,
analizuje si¢ caly kontekst, w ktérym dane zjawisko mialo miejsce, wlacza-
jac w to poprzednie i p6zniejsze wypowiedzi®. Rezultaty, dotyczace zaréwno
skonstruowanych w tym celu narzedzi badawczych, jak i uzyskanych wynikéw
(fenomendéw i mechanizméw nieporozumienia), byty publikowane w (Krato-
chvilovd, Swoboda, 2002, 2003). Na obecnym etapie badan jestedmy zainte-
resowane zastosowaniem osiggnietych wynikéw w szkolnej praktyce. Dotyczy
to gtéwnie praktyki zwigzanej z przygotowaniem zawodowym nauczyciela ma-
tematyki, sposobem dotarcia z wlasnymi rezultatami badan do studentéw i
przygotowujacych si¢ do zawodu nauczyciela.

3Metoda wypracowana wéréd uczestnikéw Praskiego Seminarium z dydaktyki matema-
tyki (oséb skupionych wokél prof. M. Hejny’ego).

4Metoda ta zostala opublikowana w Jjezyku polskim w artykule N. Stehlikovej w Roczn.
PTM, Seria V, Dydaktyka Matematyki nr. 21.
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3 Niektore fenomeny ilustrujgce nieporozumienia
spowodowane réznym zakresem pola do§wiadczen

Przedstawimy teraz niektére wyniki teoretycznych badan, ktére zaowoco-
waly lepszym naszym rozumieniem procesu komunikowania sie podczas ucze-
nia sie matematyki.

Jednym z rezultatéw teoretycznej czesci badan bylo zidentyfikowanie réz-
nych fenomenéw, ktére funkcjonuja jako przeszkody w komunikowaniu sig. W
tym opracowaniu skoncentrujemy sie jedynie na tych, ktére maja charakter ko-
gnitywny i wyplywaja z réznego rozumienia matematyki jako nauki (u ucznia
i nauczyciela):

A. Rézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania. Nauczyciel, planujac zada-
nie lub sytuacje kontekstowa, ktéra ma przyblizyé ucznia do rozumienia
pojecia — potrafi to pojecie wyluskaé¢ z kontekstu, wie, co jest wazne,
a co nie. Funkcjonuje u niego projekcja: pojecie matematyczne — sy-
tuacja kontekstowa. Na przyklad zadania na powigkszanie figur bedg w
jego rozumieniu zwigzane z pojeciem figur podobnych; zadania, w kto-
rych uczen ma badaé, jak zmiana iloSci jednego skiadnika w przepisie
na ,kruche ciasteczka” wptywa na zmiane ilosci innego skiadnika — to
zadanie na budowanie intuicji zmiany proporcjonalnej, itd. Uczen roz-
wiagzujacy zaplanowane przez nauczyciela zadanie bedzie staral si¢ wy-
korzystaé calg swoja wiedze szkolng i pozaszkolng. Skojarzone do$wiad-
czenia moga mie¢ zwiazek z réznymi matematycznymi pojeciami, jak i
mogg w ogble nie mie¢ zwigzku z matematyks. Wiedza matematyczna
moze okazaé si¢ inna niz ta, ktéra zakladal nauczyciel, a wiedza poza-
matematyczna moze spowodowad, ze pewne aspekty sytuacji, nieistotne
dla nauczyciela, stang si¢ dominujace.

B. Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji. Sens calej wypo-
wiedzi rozumiany jest dzigki temu, ze zachowujemy w pamieci brzmienie
wezedniej wypowiadanych stéw; znaczenia pojedynczych siéw umiesz-
czamy wtedy w szerszym kontekscie. Na przyklad zdanie ,Zamek stat
na wysokim wzgérzu” jest dla nas zrozumiale, bo treé¢, ktéra naste-
puje po stowie ,zamek” wskazuje na odpowiednie znaczenie pierwszego
stowa®. Dodatkowo zdanie niesie rézng tre$¢ w zaleznosci od tego, na
ktérym jego fragmencie odbiorca skupi uwage: méwi o tym gdzie stoi
zamek (na wzgérzu), lub o tym, co stoi na wzgdrzu (zamek). Dobrym

*Przyklad pochodzi z wyktadu prof. E.Gruszezyk-Kolczynskiej podczas seminarium ,Ma-
tematyczna Edukacja Dzieci” (zima 2005/2006) odbywajacego si¢ na Uniwersytecie War-
szawskim pod patronatem naukowym prof. Z. Semadeniego.
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przyktadem skupienia uwagi na réznych fragmentach wypowiedzi jest
rozmowa miedzy trzema osobami: Oj: Jestem tutaj dopiero 10 minut, a
juz jestem cala mokra od potu. Wy tez? Oy: Tak. O3: Nie, my juz tu
jeste$my 4 godziny. Podobne sytuacje sa mozliwe réwniez w komunikacji
matematycznej.

C. Skupienie sie na wlasnych celach. Nauczyciel wie, co zamierza osiggnac
proponujac uczniowi rozwigzanie danego zadania. Moze to by¢ wyéwicze-
nie pewnej sprawnosci lub odkrycie okre$lonych wlasnosci czy zwiazkéw,
waznych z punktu widzenia matematyki jako nauki. Te cele czesto de-
terminujg spos6b pracy nad zadaniem, a odstepstwo od oczekiwanych
sposobéw pracy jest oceniane jako dzialanie bledne. Uczenn podejmujac
zadanie chce je przede wszystkim rozwigzaé, i to na ogdt w najlatwiej-
szy dla siebie sposéb, stosujac znane mu (lub oceniane przez niego jako
najbardziej skuteczne) sposoby postepowania. Moze sie réwniez zdarzy¢,
ze rozwigzywanie zadania bedzie interpretowal w swietle pewnych uméw
spolecznych, zupelnie nieczytelnych dla nauczyciela.

D. Rdzne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu. Budowa-
nie wlasnej matematyki jest dlugotrwalym procesem, w trakcie ktérego
moze nastgpowac zmiana znaczenia pewnych stéw. Oto kilka przykladow:
Dla ucznia polecenie ,doda¢” moze oznaczaé ,powiekszyé”, podczas
kiedy w rozumieniu nauczyciela jest to wezwanie do stworzenia sumy.
Inne jest znaczenie ulamka, rozumianego jedynie jako wynik oddziele-
nia z jednoéci pewnej liczby réwnych czeSci (w takim aspekcie czesto
jest to pojecie wprowadzane), a inne — jako stosunek dwéch wielkosci.
Rozumienie funkcji u uczniéw obwarowane jest wieloma ograniczeniami,
ktére na ogét nie wystepuja juz u nauczycieli (por. Semadeni, 2002, s.
141). Rézne znaczenie nadawane tym samym stowom stymuluje do wy-
konywania réznych procedur i operacji zwigzanych z danym pojeciem;
powoduje, Ze to samo stowo wywoluje inne wtasnoéci, budzi inne powig-
zania i relacje.

Nie nalezy tych kategorii traktowaé roziacznie. Wiele rzeczywistych sytuacji
lekcyjnych mozna interpretowaé réwnoczeénie z punktu widzenia dwéch (lub
wigcej) fenomenéw. Samo nazwanie zjawiska jest jednak naszym celowym za-
biegiem metodologicznym. Ulatwia jego wyizolowanie, podpowiada terapie.

(Jedynie dla informacji podajemy, ze wyréznityémy w naszych analizach
nieporozumienia tkwiace réwniez w sferze spolecznej i emocjonalnej. Nie sa
one jednak przedmiotem naszych rozwazan w tym artykule.)
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4 Przyklady analiz teoretycznych

W tej czeéci studium opiszemy wlasne przygotowanie do rozumienia pro-
blemu komunikacji interpersonalnej w matematycznym dyskursie. Przedsta-
wione ponizej analizy sg krytyczna refleksja wlasnych reakcji w kontaktach
badacz — uczen.

Opis sesji

Celem opisanej sesji badawczej bylo zbadanie wykorzystania matematycz-
nej wiedzy ucznia o figurach podobnych w nietypowych sytuacjach. Przygoto-
wany kontekst umozliwiatl rozumienie podobiefistwa w sensie jego potocznego
znaczenia, albo w znaczeniu matematycznym (definicyjnym lub pojeciowym).
Narzedziem badawczym w jednej sytuacji byl zestaw trzech réznych bransole-
tek, o ré6znych grubosciach, wykonanych z réznych materialéw; niektére z nich
jedna z powierzchni miaty wypukla, inne — nie®.

Uczen — czternastoletni Kuba — uczy! sie w szkole definicji figur (i bryt)
podobnych. P64l roku pézniej wziatl udzial w sesji, opisanej ponizej. Jedna z
autorek tego artykulu wystepowala w niej jako badacz.

Protokét:

1. Badacz 01: (wskazujgc na bransoletki) Czy te przedmioty maja jakis

zwigzek z matematycznym pojeciem figur podobnych?

2. Kuba01: (bez wahania) Te sa podobne.

3. B.02: Matematycznie?

4. K.02: Tak. Z matematycznego punktu widzenia.

5. B.03: (ze zdziwieniem w glosie) Z matematycznego punktu widze-
nia?

6. K.03: Tak.

7.B.04: ?

8. K.04: Poniewaz w jezyku potocznym one wcale nie s3 podobne.

W przedstawionej powyzej scence doszto do szeregu nieporozumien. Nie-
ktére z nich zanalizujemy szerzej.

A. Rézne rozumienie kontekstu sytuacji/zadania

Sytuacyjny kontekst zadania jest tworzony poprzez fizyczne obiekty oraz
akcje na tych obiektach. W konstruktywistycznym podejsciu do matematyki,
Pojecia matematyczne budowane sg poprzez konceptualizacjg realnego Swiata,

SWyniki tych badari zostaly szerzej opisane w artykule E. Swobody, zamieszczonym w
Roczn. PTM, Seria V, Dydaktyka Matematyki nr 22.
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w ktérym owe obiekty wystepuja(i akcje na nich zachodza). Biorac pod uwage
ten fakt uznajemy, ze matematyczny dyskurs podczas rozwigzywania zadan
odbywa si¢ na styku miedzy realnym $wiatem, reprezentacjami graficznymi,
symbolami, i matematycznymi ideami (por. tréjkat epistemologiczny w ujeciu
Steinbringa’. W tym samym czasie zachodzi wiele réznych relacji pomiedzy
wymienionymi elementami. R6zne rozumienie tych zwiazkéw moze byé powo-
dem wielu nieporozumien, majacych swoje dalekie konsekwencje.

Opisywany problem ogdlny mozna zaobserwowa¢ w nastepujacym frag-
mencie rozmowy:

1. Badacz01: (wskazujgc na bransoletki) Czy te przedmioty maja jakis
zwigzek z matematycznym pojeciem figur podobnych?
2. Kuba0l: (bez wahania) Te sa podobne.

Dwéch uczestnikéw spotkania zupelnie inaczej odbieralo przedstawiona
sytuacje. Badacz wiedzial, ze tworzenie sie matematycznego pojecia to dlugi
okres, ktérego poczatki wielokrotnie tkwig w potocznym rozumieniu okreslo-
nego pojecia czy procedury. Takie pojecie potoczne jest bazg; poprzez stop-
niowe precyzowanie wlasnosci niejasna intuicja pojecia przeradza sie w mate-
matyczng idee precyzyjnie opisang poprzez definicje i umieszczong w dedukeyj-
nym systemie, jakim jest matematyka jako nauka. W opisanej sytuacji badacz
wiedzial, ze zaprezentowany kontekst dla przedstawionego problemu moze re-
prezentowa¢ dwa znaczenia pojecia ,podobny”: jako podobiefistwo w potocz-
nym znaczeniu, i jako matematyczne podobienstwo. Badacz oczekiwal dwdch
typéw odpowiedzi: "nie, to nie sg przedmioty podobne” (zgodnie z matema-
tycznym rozumieniem podobiefstwa), albo: "one sg troche podobne” w po-
tocznym rozumieniu tego slowa. Uczen jednak wcale nie zaprzatal sobie glowy
podobiefistwem potocznym. Wiedzial, ze prowadzi rozmowe z osobg zaintere-
sowang pojeciami matematycznymi. Dla ucznia stowo podobny — w zestawie-
niu z osobg eksperymentatora — prawdopodobnie budzito jedynie skojarzenia
z matematycznym pojeciem podobiefistwa, jakiego uczyl sie w szkole. To za$
zdominowane byto przez okreslenie podobiefistwa figur ptaskich, gléwnie wielo-
katow. Dlatego zaczal doszukiwaé si¢ jedynie matematycznego podobiefistwa.

W rezultacie prezentowane fizyczne obiekty miaty dla obu uczestnikéw
spotkania inne powigzanie z matematycznym podobiefistwem: badacz widziat
tam tréjwymiarowe obiekty, (migdzy ktérymi nie zachodzila relacja podobien-
stwa), uczen — okregi, ktére sa zawsze podobne, niezaleznie od wymiaréw.

Taka interpretacja ucznia jest widoczna dopiero w $§wietle ostatniej wypowiedzi
Kuby (04).

"Przyklady analiz dydaktycznych prowadzonych z uzyciem tréjkata epistemologicznego
zostaly opisane w (Jagoda et al., 2004)



KOGNITYWNE PRZESZKODY W KOMUNIKOWANIU SIE 193

Tak wigc, jezeli poréwnamy sytuacje wyjéciowa dla prowadzenia rozmowy
z dwoch réznych punktéw widzenia (badacza, ucznia), mozna stwierdzié, ze:

1. dla badacza obiekty byly stale, zas podobieristwo moglo byé rozumiane
na dwa rézne sposoby: jako pojecie potoczne lub jako pojecie matema-
tyczne

2. dla ucznia stowo podobieristwo bylo state i dotyczylo matematycznego
podobienstwa, jednak obiekty, wokdl ktérych toczyla sie rozmowa, do-
puszczaly dwie rézne interpretacje: jako obiekty realnego (fizycznego)
$wiata, oraz jako reprezentanty-modele obiektéw $wiata matematyki.

Inaczej méwiac, obaj uczestnicy spotkania inaczej zinterpretowali stafe i zmie-
nne wystepujace w tej sytuacji.

B. Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

W trakcie przekazywania (i odkodowywania) informacji kazdy z uczestni-
kéw dyskursu moze skupi¢ si¢ na wybranych jej fragmentach. Skupienie uwagi
na réznych fragmentach powoduje, ze dalsze procesy myslowe obu uczestnikéw
rozmowy przebiegajg odmiennie. Zwykle nie sa oni tego $wiadomi. Taka sytu-
acja moze zachodzié w ogdlnej rozmowie, ale okazuje sie, ze jest to niezwykle
istotny problem w rozmowie prowadzonej podczas rozwiazywania zadan.

W wypowiedzi (B 01) dla badacza najistotniejszym stowem bylo ,podo-
biefistwo”; dla ucznia — stowo ,matematyczne”. Spowodowalo to, ze procesy
myslowe obu uczestnikéw poszty w zupeinie innym kierunku. Badacz dokony-
wal rozrdznienia pomiedzy rozumieniem slowa ,podobny” w sensie matema-
tycznym i potocznym. Chlopiec dokonal projekcji realnych obiektéw w $wiat
obiektéw matematycznych. Dla eksperymentatora te fizyczne przedmioty uj-
mowane byly caloéciowo, jako tréjwymiarowe obiekty. Nie byly podobne w
sensie matematycznej relacji podobienistwa. Réznily si¢ proporcjami wewnetrz-
nymi, powierzchnia niektérych byla gladka a innych grawerowana, niektore
mialy zewnetrzne powierzchnie plaskie, inne — wypukle. Mogly by¢ uwazane
za podobne w sensie potocznego podobienstwa — stuzyty do tego samego celu
(ozdoba reki), mialy zblizony ksztalt, chociaz wykonane byly z innych surow-
cow i inaczej ozdobione. Wydawalo mu si¢ wiec, ze mogg dobrze réznicowaé
podejécie ,matematyczne” i ,potoczne”. U chlopca widok kilku bransolet mégt
budzié¢ skojarzenie z dobrze znanym matematycznym obiektem — okregiem.
Jest to tym bardziej prawdopodobne, ze podczas szkolnych lekcji o okregu wy-
korzystywane sg takie modele jak brzeg szklanki czy garnuszka, bransoletka,
obraczka, pierscionek. Uczen bransoletki potraktowal jako fizyczne modele,
reprezentacje dla okregéw.
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Trudno doktadnie odtworzyé droge myslowa Kuby. Nasuwaja si¢ tutaj dwie
mozliwe interpretacje:

e Jezeli w danej sytuacji zadaniowe]j istotng cecha byla rézna wielkoséé
fizycznych obiektéw, to — byé moze — Kuba stworzyl w my$li kilka
okregéw, réznych pod wzgledem wielkoéci. Przedmioty, na ktére patrzyt,
zinterpretowal jako realne reprezentacje okregéw réznej wielkosci. Jezeli
tak, to postuzy! sig¢ kilkoma znakami — wyobrazeniami — symbolicz-
nymi reprezentacjami okregu.

Bransoletki Okregi

@ matematyzacja O O

S [T

e Jest réownie mozliwe, ze w danej sytuacji zafunkcjonowal schemat szkol-
nych sytuacji z lekcji o okregach. Czesto nauczyciele ksztaltujac pojecie
okregu odwoluja si¢ do przedmiotéw codziennego uzytku, a ich wielkosé
nie odgrywa zadnej roli. Fizyczne obiekty (bransoletki) mialy wiec zwia-
zek z jednym matematycznym pojeciem (okrag).

Bransoletki

©)

P i

o

[ Pojecie okregu |

Lpodobieflstwow

Niezaleznie od drogi myslowej, pierwsza odpowiedZ znaczy: okregi sa fi-
gurami podobnymi. Aktywnoé¢ Kuby w tym zadaniu polegata wiec przede
wszystkim na dokonaniu matematyzacji i podaniu odpowiedzi o zwigzkach
pomiedzy okregami.
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C. Rézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu stowu

Generalnie, kiedy uczestnicy rozmowy chca zaznaczyé, ze okreslone slowo
ma istotne znaczenie, sa w stanie podkresli¢ to, stosujac specjalng intonacje,
umieszczajac to slowo na poczatku zdania, itd. Przez to zwykle nietrudno
jest ocenié, ktére stowo jest istotne, a ktére nieco mniej. Trudno$é pojawia
si¢ wtedy, kiedy stowo jest rozpoznane przez obu uczestnikéw rozmowy jako
wazne, jednak jego znaczenie, nadawane przez obie strony dyskursu, jest inne.
Wtedy obraz myslowy skojarzony z tym slowem jest inny u kazdego uczestnika
rozmowy — i w sposéb oczywisty proces myslowy u kazdego z nich przebiega
zupelnie inaczej. Taka sytuacja moze wystepowaé czesto w interakcji nauczy-
ciel — uczen, i moze by¢ zwigzana z r6znym poziomem wiedzy matematycznej.

Oto stosowny fragment protokotu, ilustrujacy opisane zjawisko.

3. B.02: Matematycznie?
4. K.02: Tak. Z matematycznego punktu widzenia.

Pytanie zostalo postane, ale nie zostalo odkodowane zgodnie z intencja
pytajacego.

W pytaniu badacza (B.02) stowo ,matematycznie” mialo inne znaczenie
dla badacza, i inne dla ucznia. Rézne znaczenie slowa jest zwigzane z réznym
poziomem matematycznych do§wiadczen obu uczestnikéw. Badacz swéj ,Swiat
matematyki” mial w pewnym sensie ustabilizowany: rozumial go jako deduk-
cyjng strukture, gdzie obiekty i relacje matematyczne funkcjonuja w obrebie
znaczen wyznaczonych przez definicje i aksjomaty. Stowo ,matematycznie”,
zawarte w pytaniu, znaczylo wigc — ,zgodnie z matematyczna definicja tego
pojecia”.

Dla ucznia $wiat matematyki dopiero sie tworzyl. Budowanie swiata ma-
tematyki przebiegalo poprzez przechodzenie od obiektéw realnych do mate-
matycznych i zwigzane bylo ze schematyzowaniem, uogélnianiem, skupianiem
uwagi na pewnych wlasnosciach realnych obiektéw przy réwnoczesnym po-
mijaniu innych. Dlatego slowo ,matematyczny”, zawarte w pytaniu nauczy-
ciela, znaczylo: ,,po dokonaniu matematyzacji”. Bylo to stowo, ktére oznaczalo
proces, aktywno$¢ myélowa, tak jak to definiuje A. Sierpinska (2002): ,,Abs-
trahowanie to dualna aktywnos$é umystowa, dzigki ktérej niektére aspekty sa
ignorowane, podczas gdy inne — akcentowane.”®

Na pytanie: matematycznie? uczefn odpowiedzial: z matematycznego pun-
ktu widzenia, Przeformulowanie wypowiedzi przez ucznia powinno wyraznie
wskazaé badaczowi mozliwo$é innej (niz wlasna) interpretacji.

8 Abstraction is a dual mental activity whereby some aspects are ignored while others are
highlighted.
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D. Skupienie sie na wlasnych celach

Sytuacja taka zachodzi, gdy uczestnicy dyskursu sa skupieni na wlasnych
celach, przez co nie sg otwarci na inne idee, ktére moga sie pojawié podczas
wymiany pogladéw. Uczestnik dyskusji, zajety swoim punktem widzenia, jest
bardzo sztywny w co najmniej dwdch aspektach: Sle informacje jedynie w je-
den sposéb oraz odbiera informacje jedynie poprzez pryzmat swoich wtasnych
celow. Nie jest w stanie zaakceptowaé zadnej zewnetrznej informacji, ani po-
staé informacji w taki sposob, by zostala ona zaakceptowana przez drugiego
uczestnika dyskursu.

5. B.03: (ze zdziwieniem w glosie) Z matematycznego punktu widze-
nia?

6. K.03: Tak.

7.B.04: ...l ?

Celem badacza bylo zdiagnozowanie, czy uczen jest w stanie odréznié poto-
cza interpretacje stlowa ,podobny” od interpretacji matematycznej. Oczekiwal
jedynie dwéch mozliwych odpowiedzi:

o Nie, nie sq one podobne, co jego zdaniem wskazywaloby na fakt, ze uczen
postuguje si¢ matematycznymi warunkami definicyjnymi w okresleniu
zwiazkéw miedzy zaprezentowanymi obiektami, albo:

e Tak, sq troszke podobne, co oznaczaloby, ze uczenh stosuje potoczne ro-
zumienie podobienstwa.

W odniesieniu do Kuby (ktérego poznal jako ucznia inteligentnego) oczekiwal
odpowiedzi pierwszej. To, co ustyszal, bylo absolutnie sprzeczne z wtasnymi
oczekiwaniami, i to z dwéch powoddéw: Kuba, jako chlopiec inteligentny ,,powi-
nien” odpowiedzieé¢ ,dobrze” — a nie odpowiedzial; bransoletki matematycz-
nie nie byty podobne, a Kuba upiera sig, ze sa. Nie bral pod uwage interpretacji
innej niz wlasna, przez co nie byl w stanie interpretowaé wypowiedzi Kuby
w zaden inny sposéb. Skupienie si¢ na wlasnej interpretacji, brak otwarcia na
rozumienie prezentowane przez ucznia spowodowalo blokade w prowadzonej
rozmowie. Badacz ani nie potrafil zmieni¢ wlasnego sposobu komunikowania
sie z chlopcem tak, by bylo jasne, o co chodzi w rozmowie, ani nie poprosit
ucznia o wyjasnienie, dlaczego podal taka odpowiedsz.

Kuba nie czul zadnej potrzeby korygowania swego zdania. Dokonal prze-
ciez matematyzacji tych obiektéw i wiedzial, ze zachodzi miedzy nimi relacja
podobienstwa. Dlatego pytanie badacza wpisal w konwencje szkolnej gry: na-
uczyciel wcale nie pyta dlatego, ze nie wie, tylko oczekuje pelniejszej odpowie-
dzi lub jest to pytanie podchwytliwe.
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5 Analiza nieporozumien podczas komunikacji —
problem teoretyczny, czy praktyczny?

Przedstawione powyzej analizy moga byé¢ odbierane jako rozwazania bar-
dzo teoretyczne. Moga byé réwniez kwitowane jako nieistotne. Céz bowiem
dziwnego jest w tym, Ze w rozmowie dwoch oséb dochodzi do nieporozumien?
Na ogdt predzej czy pdzniej nastgpuje wyjasnienie, o co naprawde chodzi
osobom prowadzacym dyskurs (zakladajac, ze rzeczywiscie cheg sie porozu-
mieé). Jednak w sytuacji budowania wiedzy matematycznej poprzez dyskurs
ten ,marginalny” problem staje si¢ istotnym utrudnieniem w uczeniu si¢ ma-
tematyki przez ucznia. Zobrazujemy to przykladami, pochodzacymi z rzeczy-
wiscie odbywajacych sig lekcji matematyki (zaréwno w Polsce, jak i w Cze-
chach). Problemy przyporzadkujemy tym samym kategoriom, ktére zostaly
wymienione w par. 3 oraz zostaly wyrdznione w analizie rozmowy z Kuba.

Pierwsze wrazenie zwigzane z tymi przykladami moze by¢ takie: to sa sy-
tuacje banalne, codziennie mamy z nimi do czynienia na lekcjach matematyki.
Byé moze wlasnie dlatego warto si¢ im przyjrze¢ dokladnie;j.

6 Ad A — Roézne rozumienie kontekstu sytuacji/za-
dania

Przykiad 1

Lekcja matematyki w klasie I gimnazjum (prowadzona przez studenta).

Temat lekcji: Symetria w ukiadzie wspdtrzednych.

Wprowadzenie do tematu: uczniowie maja zaznaczaé¢ punkty symetryczne
do danych wzgledem osi OX i OY. Uczen podchodzi do tablicy i zaznacza
punkt symetryczny do zaznaczonego w ukladzie, a nastepnie zapisuje wspél-
rzedne obu punktéw:

U. 01: dany punkt A = (—3,2), punkt do niego symetryczny A; = ...

W tym momencie wlgcza sie nauczyciel.
N. 01: Ale tak nie mozemy oznaczy¢. Jak mamy punkt symetryczny do da-
nego wzgledem jednej osi, to oznaczamy go A’, a wzgledem drugiej
A”. No to teraz zapisz juz poprawnie.
Uczniowie wykonuja pozostale przykiady stosujac podane przez nauczy-
ciela oznaczenia. W dalszej czesci lekcji pojawia si¢ zadanie:
Podane sq dwa punkty. Wskaz, wzgledem ktorej osi ukladu wspélrzednych
sg one symetryczne. A = (4,-1), B = (4,1).
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U. 02: Ale te punkty nie moga by¢ symetryczne.
N. 02: Dlaczego?
U. 03: Bo tam powinno byé A’ albo A”, a jest B. Wiec nie ma tam zadnej
symetrii.
Komentarz:

Stosowanie okreslonej symboliki dla punktéw jest oczywiscie zabiegiem
konwencjonalnym, i jako taki powinien by¢ rozumiany zaréwno przez nauczy-
ciela, jak i przez uczniéw: nie jest specjalnie istotne, jak ,nazwiemy” pewne
punkty, nazwa stuzy zatrzymaniu uwagi na okre$lonym punkcie. Dla nauczy-
ciela ten fakt byl oczywisty. Nauczyciel (student) wprowadzajac oznaczenia
A’, A” ukierunkowany byl na oznaczenia podrecznikowe w tym fragmencie.
Wydawalo mu sieg, ze stosowanie przez uczniéw w ich samodzielnej pracy tych
samych oznaczen, z jakimi za chwile spotkaja sie podczas analizowania tek-
stu podrecznikowego, ma sens: czytajac tekst beda mogli go potraktowaé jako
werbalizacje swoich wczesniejszych dzialan.

Istnieja jednak sytuacje w matematyce, gdy chcemy, by symbol matema-
tyczny byl interpretowany jednoznacznie. Matematyka wymaga postugiwania
sie znakami i symbolami. W symbolicznym jezyku matematyki, niezaleznie od
poziomu rozumienia pojecia [ — to zwyczajowo przyjety symbol calki, A —
symbol wyréznika tréjmianu kwadratowego, \/ — symbol pierwiastka, = to
zmienna niezalezna, itd. Funkcjonowanie w $wiecie znanych symboli i ozna-
czen bardzo ulatwia prowadzenie rozumowan. We wczesnych etapach uczenia
sie matematyki czesto stosuje sie¢ kolejno$é: najpierw sytuacja problemowa,
potem zapis symboliczny, zakladajac, ze w dalszych etapach stosowania ma-
tematyki uczniowie potrafig przelozy¢ symbol na odpowiednie jego znaczenie.
W opisywanym przykladzie uczniowie na wczesniejszych lekcjach analizowali
dowolne symetrie i wtedy wprowadzali dowolne oznaczenia dla punktéw i ich
obrazéw. Tutaj — przy symetrii wzgledem osi uktadu wspéirzednych - na-
uczyciel zazadal okreslonych oznaczen. Sam fakt, ze uczen zostal skarcony za
stosowanie zapisu A; = ... zamiast A’ = ..., a pdzniej konsekwentne trzymanie
si¢ tej symboliki spowodowalo, ze uczniowie symbolike skojarzyli z pojeciem i
uznali ja za integralna czes¢ pojecia. Mogli uznaé, ze ta symetria jest w jakis
specjalny sposéb traktowana, jest inna niz omawiane wczesniej. W obraz po-
jecia symetrii wzgledem jednej z osi wspéirzednych wpisal si¢ symbol A’ albo
A”. W kolejnym etapie lekcji ten obraz nalezalo zburzyé.
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Przyktad 2

Ta sytuacja pochodzi z klasy V (dzieci 10-11 letnie).
Uczniowie dostali do rozwiazania nastepujace zadanie:

Zbuduj trapez, ktory mozna rozdzielié na dwa trdjkgty prosto-
kgtne. Dzieci przez chwile samodzielnie myslaly nad problemem.
W koncu jeden z uczniéw — Maciej — podszed! do nauczyciela i
zaprezentowal swoje rozwiazanie. Wygladalo ono jak na rysunku
obok. Wywigzala sie rozmowa:

N. 01: No tak, ale to jest tréjkat, a nie trapez.
Maciej 01: Tréjkat to nie trapez? (ze zdziwieniem w glosie)
N. 02: Oczywidcie, zZe nie!

Maciej wrécil do tawki i przez chwile pracowal w milczeniu. (2 minuty).
Po chwili wrécil do nauczyciela.

Maciej 02: To zadanie nie ma rozwigzania, poniewaz pieciokat mozna
rozdzielié jedynie na tréjkat i na czworokat.

Komentarz:

W jezyku czeskim nazwa ,trapez” brzmi lichobéinik. W tym jezyku istnieje
réwniez przymiotnik lichy co znaczy nieparzysty. Z dalszej wypowiedzi ucznia
widaé, ze dla niego stowo lichobéznik oznaczalto zbiér wielokatéw o nieparzystej
liczbie bokéw.

W tym przykladzie latwo rozpoznaé, ze dwéch uczestnikéw rozmowy funk-
cjonowalo ,w innym $wiecie”, wywolanym nazwa obiektu, bedaca elementem
kontekstu sytuacyjnego zadania. Nauczyciel ani nie pomyslal, ze tego typu sko-
jarzenie moze przyjéé uczniowi do glowy. U niego nazwa obiektu jednoznacznie
kojarzyla sie z tym, z czym ,powinna”. Negatywne konsekwencje tej sytuacji
nie tkwia w tym, ze nauczyciel nie byl §wiadomy, w jaki sposéb tres¢ zadania
jest odbierana przez ucznia — tego raczej nie byl w stanie przewidzie¢. Nie-
odpowiednia byta reakcja N.02 na zaproponowane przez ucznia rozwiazanie.
Uczen przeciez spytal: (M.01) Trdjkgt to nie trapez?, a matematyczna i peda-
gogiczna wiedza nauczyciela powinna zasygnalizowaé, Ze uczeti moze zupetnie
inaczej interpretowaé zalozenia zadania. Wystarczylo wtedy jedynie zapytac:
dlaczego uwazasz, ze tréjkat to lichobéznik? Zamiast tego uczen zupelnie nie-
potrzebnie, acz rzetelnie, wykonal nowa prace. Przekonanie, ze byla to praca
bezcelowa, moze byé czynnikiem zniechecajacym do podejmowania dalszych
wysitkéw, tym razem w obrebie zadania juz rozumianego zgodnie z intencja
nauczyciela.
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Ad B — Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

Przyktad 3

Lekcja matematyki w klasie V, wrzesien.

Temat lekcji: Rozwigzywanie zadan tekstowych

Uczniowie rozwigzuja zadanie nastepujacej treSci: W dniu Swieta szkoly
uczniowie klasy IVa zorganizowali loterig. Jeden los kosztowal 2 zi. Uczniowie
zebrali razem 120 28. Ile sprzedali loséw? Jeden z uczniéw podchodzi do tablicy
i zaczyna prace nad zadaniem.

1. Uczen 01: Mowi cicho do siebie Jeden los kosztuje 2 zt. Uczniowie ze-
brali 120 zt. Pisze 120:2

2. N.01: sugerujesz...

3. U.02: 120 podzielone na dwa.

4. N.02: patrzy na to co uczen napisal, podchodzi do tablicy i dopi-
suje: 120 zt : 2 zt

5. U.03: koriczy pisanie: 60 zt

Komentarz:

Uczen zrozumial tres¢ zadania, rozpoznal zwigzki wystepujace miedzy licz-
bami, znalaz} metode rozwigzania. Wiedzial, ze nalezy wykonaé dzielenie. Sku-
pil sie na zapisaniu odpowiedniego dzialania na liczbach. Dziatanie mialo stu-
zy¢ jedynie otrzymaniu liczbowego rozwigzania — i w tym momencie bylo
oderwane od treéci, w ktérej byla mowa o pienigdzach. Swiadczy o tym wy-
powiedZ (3) 120 podzielone na dwa, co jest popularnym sposobem czyta-
nia dzialania dzielenia, bez rozrézniania, czy jest to dzielenie jako miesz-
czenie, czy jako podzial. Uczen prawdopodobnie zamierzal pracowaé reali-
zujgc (nieSwiadomie) etapy: zrozumienie zadania, zbudowanie matematycz-
nego modelu, rozwigzanie zadania w modelu, interpretowanie otrzymanego
wyniku zgodnie z treécia zadania. Dla nauczyciela jednak bylo wazne, by nie
gubi¢ faktu, ze dla rozwigzania zadania trzeba rozdzielié 120 zt na porcje 2-
zlotowe. Ten element informacji zwigzanej z zadaniem postanowit uwypuklié,
dopisujgc skrét zt przy liczbach napisanych przez ucznia. Nie pozwolil wiec
uczniowi pracowa¢ w obrebie tych informacji, ktére tamten uznal za istotne
i wystarczajace.

Uczen nie odczytal intencji nauczyciela, na co wskazuje ostateczny zapis
(5): 60 zl. Doliczy! swoje dzielenie do kofica, i na wszelki wypadek przy wyniku
dopisal to, na co zwracal uwage nauczyciel — zl.

Nauczyciel niepotrzebnie podkreslil, ze w zadaniu jest mowa. o pienigdzach.
Ten fragment informacji z zadania tekstowego byl najmniej istotny. Na doda-
tek wprowadzil chaos do pracy ucznia. Oderwal od wlasnego toku myslenia
lub zmusil do wykonywania czynnoéci, ktérych sensu uczen w tej chwili chyba
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nawet nie zamierzal analizowa¢. Spowodowal, ze uczen przez chwile przestal
mysle¢, a zacza} dziala¢ tak, by spelnié¢ hipotetyczne oczekiwania nauczyciela.

Ad C — Roézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu
stlowu

Przyktlad 4.

Przyklad pochodzi z badan J. Hawro i B. Maj (niepublikowane). Przed-
stawiony dialog toczyl si¢ miedzy uczniami I klasy gimnazjum oraz ich na-
uczycielkg podczas omawiania wynikéw testu dotyczacego rozumienia pojecia
funkcji.

1. N.01: Ile rozwigzah ma réwnanie z + y = 57

2. U;.01: Tylko jedno, np.: 3+2=25

3. Uy .01: Ale przeciez moga by¢ jeszcze inne liczby, np. 10+ (—5) =5
4. U;.02: No wladnie, zawsze bedzie 5.

Istota nieporozumienia bylo znaczenie nadawane stowu ,rozwigzanie”. Na-
uczyciel rozumial je oczywiscie zgodnie z matematycznym sensem, zwigzanym
z réwnaniami i pierwiastkami réwnania. W rozumieniu ucznia U; ,rozwigza-
nie” otrzymujemy przez wykonanie okreslonej procedury (tutaj — dodania do
siebie dwéch liczb). Zakoficzona procedura dzialan na liczbach daje pewien
okreslony wynik, i jest on ,rozwigzaniem”. W tym przypadku — miala to
by¢ liczba 5, i tylko 5. (Uy.01, Uy.02). Takie rozumienie ,rozwigzania” jest
zwigzane z rozumieniem symbolu ,,=". Czesto wystepuje ono u dzieci w wieku
wczesnoszkolnym. Réznicuje ono zapis 3+4 = 7 oraz 7 = 3+4. Pierwszy z tych
zapiséw to kod dla dodawania: trzy (np. elementy) zostaly dodane do czterech
(elementéw), i w wyniku takiej procedury powstala liczba 7. Liczba 7 jest tu
w<rozwigzaniem”, konczy cala procedure dodawania. Drugi zapis (7 = 3 + 4),
ktéry moze kodem dla procedury rozkiadu liczby 7 na dwa skladniki, jest dla
dziecka bez sensu.

Inna interpretacja dialogu moze wynikaé ze stosowania procedury rozwia-
zywania ukladéw dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi. Uczniowie wiedza,
ze otrzymujac uklad réwnaf powinni wykonaé szereg skomplikowanych kro-
kéw, by doprowadzié do ,rozwiazania” postaci z = ..., y = .... Gdy nauczyciel
pytal na koniec: co jest rozwigzaniem ukladu, prawidlowa (akceptowana przez
nauczyciela) odpowiedz czesto brzmi: x = (okre$lona wartos¢ liczbowa), y =
(okreélona wartosé liczbowa). Wartos¢ liczbowa, odczytywana z zapisu z = ...
moze wigc byé utoisamiana z rozwigzaniem réwnania. W stosunku do réw-
nania z cytowanego przykladu nie bardzo wiadomo, jakie wykonywaé prze-
ksztalcenia. Zapis symboliczny jest prawie taki sam, jak przy ,rozwigzaniach”
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Ad B — Skupienie uwagi na réznych fragmentach informacji

Przyklad 3

Lekcja matematyki w klasie V, wrzesien.

Temat lekcji: Rozwigzywanie zadan tekstowych

Uczniowie rozwiazuja zadanie nastepujacej tresci: W dniu Swieta szkoly
uczniowie klasy IVa zorganizowali loterie. Jeden los kosztowal 2 zl. Uczniowie
zebrali razem 120 2. Ile sprzedali loséw? Jeden z uczniéw podchodzi do tablicy
i zaczyna prace nad zadaniem.

1. Uczen 01: Méwti cicho do siebie Jeden los kosztuje 2 zt. Uczniowie ze-
brali 120 zi. Pisze 120 : 2

2. N.O1: sugerujesz...

3. U.02: 120 podzielone na dwa.

4. N.02: patrzy na to co uczern napisal, podchodzi do tablicy i dopi-
suje: 120 zt : 2 zt

5. U.03: koriczy pisanie: 60 zt

Komentarz:

Uczefi zrozumiat tres¢ zadania, rozpoznal zwigzki wystepujace miedzy licz-
bami, znalazl metode rozwigzania. Wiedzial, ze nalezy wykonaé dzielenie. Sku-
pil si¢ na zapisaniu odpowiedniego dzialania na liczbach. Dzialanie mialo stu-
zy¢ jedynie otrzymaniu liczbowego rozwiagzania — i w tym momencie byto
oderwane od treéci, w ktdrej byla mowa o pienigdzach. Swiadczy o tym wy-
powiedZ (3) 120 podzielone na dwa, co jest popularnym sposobem czyta-
nia dzialania dzielenia, bez rozrézniania, czy jest to dzielenie jako miesz-
czenie, czy jako podzial. Uczen prawdopodobnie zamierzal pracowaé reali-
zujac (nieSwiadomie) etapy: zrozumienie zadania, zbudowanie matematycz-
nego modelu, rozwiazanie zadania w modelu, interpretowanie otrzymanego
wyniku zgodnie z trescia zadania. Dla nauczyciela jednak bylo wazne, by nie
gubié faktu, ze dla rozwigzania zadania trzeba rozdzieli¢ 120 zt na porcje 2-
zlotowe. Ten element informacji zwiazanej z zadaniem postanowil uwypuklié,
dopisujac skrét 2l przy liczbach napisanych przez ucznia. Nie pozwolil wiec
uczniowi pracowa¢ w obrebie tych informacji, ktére tamten uznal za istotne
i wystarczajace.

Uczen nie odczytal intencji nauczyciela, na co wskazuje ostateczny zapis
(5): 60 zi. Doliczy!t swoje dzielenie do konica, i na wszelki wypadek przy wyniku
dopisal to, na co zwracal uwage nauczyciel — zl.

Nauczyciel niepotrzebnie podkreslil, ze w zadaniu jest mowa o pieniadzach.
Ten fragment informacji z zadania tekstowego byl najmniej istotny. Na doda-
tek wprowadzil chaos do pracy ucznia. Oderwal od wlasnego toku myslenia
lub zmusil do wykonywania czynnosci, ktérych sensu uczen w tej chwili chyba
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nawet nie zamierzal analizowaé. Spowodowal, ze uczen przez chwile przestal
mysleé, a zaczal dzialaé tak, by spelnié¢ hipotetyczne oczekiwania nauczyciela.

Ad C — Rézne znaczenie nadawane temu samemu kluczowemu
stowu

Przyklad 4.

Przyklad pochodzi z badan J. Hawro i B. Maj (niepublikowane). Przed-
stawiony dialog toczyl sie miedzy uczniami I klasy gimnazjum oraz ich na-
uczycielka podczas omawiania wynikéw testu dotyczacego rozumienia pojecia
funkcji.

1. N.01: Ile rozwigzah ma réwnanie z + y = 57

2. U;.01: Tylko jedno, np.: 3+2=35

3. U, .01: Ale przeciez mogg byé jeszcze inne liczby, np. 10+ (-5) =5
4. U;.02: No wlasnie, zawsze bedzie 5.

Istota nieporozumienia bylo znaczenie nadawane slowu ,rozwiazanie”. Na-
uczyciel rozumial je oczywiscie zgodnie z matematycznym sensem, zwigzanym
z réwnaniami i pierwiastkami réwnania. W rozumieniu ucznia U; ,rozwigza-
nie” otrzymujemy przez wykonanie okreslonej procedury (tutaj — dodania do
siebie dwdch liczb). Zakonczona procedura dzialan na liczbach daje pewien
okreslony wynik, i jest on ,rozwigzaniem”. W tym przypadku — miala to
by¢ liczba 5, i tylko 5. (U;.01, Uy.02). Takie rozumienie ,rozwigzania” jest
zwigzane z rozumieniem symbolu ,,=". Czesto wystepuje ono u dzieci w wieku
wczesnoszkolnym. Réznicuje ono zapis 3+4 = 7 oraz 7 = 3+4. Pierwszy z tych
zapis6w to kod dla dodawania: trzy (np. elementy) zostaly dodane do czterech
(elementéw), i w wyniku takiej procedury powstata liczba 7. Liczba 7 jest tu
~fozwigzaniem”, konczy cala procedure dodawania. Drugi zapis (7 = 3 + 4),
ktory moze kodem dla procedury rozkladu liczby 7 na dwa skladniki, jest dla
dziecka bez sensu.

Inna interpretacja dialogu moze wynikaé ze stosowania procedury rozwia-
zywania ukladéw dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi. Uczniowie wiedzg,
ze otrzymujac uktad réwnan powinni wykonac szereg skomplikowanych kro-
kéw, by doprowadzié do ,rozwigzania” postaci £ = ..., ¥y = .... Gdy nauczyciel
pytal na koniec: co jest rozwiazaniem ukladu, prawidlowa (akceptowana przez
nauczyciela) odpowiedz czesto brzmi: z = (okreslona wartos¢ liczbowa), y =
(okredlona wartos¢ liczbowa). Warto$é liczbowa, odczytywana z zapisu = = ...
moze wiec byé utozsamiana z rozwigzaniem réwnania. W stosunku do réw-
nania z cytowanego przykladu nie bardzo wiadomo, jakie wykonywaé prze-
ksztalcenia. Zapis symboliczny jest prawie taki sam, jak przy ,rozwigzaniach”
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znanych z wczeéniejszych doswiadczen z réwnaniami. (z = ...), tyle, ze teraz
jesttor+y=...

Niezaleznie od tego, jakg przyjmiemy interpretacje odpowiedzi ucznia, jest
jasne, ze identyfikuje on ,rozwigzanie” z wartoscia liczbows stojaca po prawej
stronie znaku réwnosci. Nauczyciel mogl zakladaé, ze uczen klasy gimnazjalnej
znak réwnosci potraktuje jako symbol relacji symetrycznej, zas poleceniu roz-
wigzanie réwnania nada sens bliski swojemu rozumieniu. Dlatego odpowiedz
pierwszego ucznia zinterpretowal jako odpowiedz btedng, gdyz odmienng od
oczekiwanej: jest nieskoficzenie wiele par rozwiazan.

Ad D — Skupienie sie na wlasnych celach

Przyklad 5 (o mnozeniu przez pelne dziesiatki)

Widaé to w zamieszczonym fragmencie protokotu lekcji w klasie ITI°.
Lekcja poswiecona jest mnozeniu liczb jednocyfrowych przez pelne dzie-
sigtki. Nauczycielka zapisuje na tablicy dzialanie:

(30-5+4-70+50-5) — (50 - 5+5-30+ 70 - 4) =

: Kto to obliczy?

Zero.

Skqd wiesz Ze zero, trzeba policzyé. (Wskazuje innego ucznia). PodejdZ

ty do tablicy i zapisz swoje obliczenia.

(30-5+4-70+50-5)—(50-5+5-30+70-4) = (150 + 280 + 250) —

(250 + 150 + 280) = 680 — 680 = 0

: Dobrze policzyt? Tak, dobrze. Teraz zapisze wam nowe dzialania:
(2-80+6-60+80-6)—(6-60+8-60+2-80) =

U: (kilku) Tu tez bedzie zero.

N: A skqd wiecie, matematycy si¢ znaleZli, trzeba policzyd!

z S zTSE

Komentarz:

Ta pani, ktéra zamierzata ,¢wiczy¢” z dzieémi dzialania z mnozeniem przez
pelnie dziesiatki, wiedziala, ze ta umiejetnosé jest bardzo wazna — nasz system
liczenia jest systemem pozycyjnym dziesigtkowym, wiele zapiséw w przyszlosci
bedzie mialo notacje w postaci iloczynu liczby przez potege liczby 10, algo-
rytmy wielu dzialaf (np. mnozenie pisemne) wymagaja dobrego zrozumienia,
na czym polega mnozenie przez pelne dziesiatki, itd. Wynik, ktéry nalezalto
otrzymad, nie byl dla niej wazny, najwazniejsze (jej zdaniem) bylo wykony-
wanie obliczen, w trakcie ktérych dzieci doskonalilyby sprawno$é w mnozeniu

SPrzyktad ten cytuje E. Urbanska, 1996, s. 138.
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przez pelne dziesigtki. Jednak skupienie sie na wlasnym celu przeslonilo jej
to, ze zaistniala w klasie niezwykle ciekawa i konstruktywna sytuacja dydak-
tyczna. Co wigecej — bardzo negatywnie ocenila tego typu zachowania dzieci,
traktujac je jako przejaw ,wymigiwania sie” od rzetelnej pracy.

Cel dziecka byl zupelnie inny — wiedzialo, ze aby rozwigzaé to zadanie do
kofica, trzeba podaé wynik. Analizujac przedstawiony zapis zadania zauwazyty
przy tym co$ znacznie wazniejszego — zobaczyly zastosowanie praw matema-
tycznych. Nie tylko przewidywaly wynik, ale byly go pewne. Wiedzialy, ze
w takim razie wykonywanie wszystkich mozolnych przeliczen nie ma zadnego
sensu. Zaprezentowaly wiec postawe bardzo matematycznie pozadana: odkryty
wlasng strategie rozwigzania zadania, widziaty stuszno$é tej strategii oraz jej
uzyteczno$é. Zmuszone przez nauczycielke do zapisywania obliczen, nauczyty
si¢ dwich rzeczy: ze nie warto by¢é pomystowym i oryginalnym, oraz ze zadania
matematyczne sa nudne.

7 Podsumowanie

Podstawowym celem prowadzonych przez nas badan jest mozliwo$¢ uspraw-
nienia procesu ksztalcenia nauczyciela matematyki. Realizowanie lekcji mate-
matyki w duchu konstruktywizmu stawia przed nauczycielem wyzwania, ktére
wezesniej skrywaly sie w cieniu. M. Hejny i F. Kufina stwierdzaja, Zze jednym
z najwazniejszych skladnikéw matematycznego ksztalcenia jest wytworzenie
Srodowiska umozliwiajacego (stymulujacego) twérczosé wiasna ucznia. (Hejny,
Kufina, 2001). Wiaze si¢ z tym umiejetnos¢ takiego prowadzenia dialogu z
uczniem, ktéry umozliwi mu tworzenie jego wlasnej wiedzy matematyczne;j,
bez utrudnien wyniklych z tego, ze nauczyciel go nie rozumie lub, ze realizuje
swoja wlasng wizje matematyki. W toku interakcji kazda strona uczestniczaca
W rozmowie ma swoja koncepcje, swoj system oczekiwan, model myslowy. Na
0gél kazdy chce przekonaé¢ druga osobe do wlasnego punktu widzenia — a
takie przekonywanie polega na zrozumieniu argumentéw przeciwnika i na ich
obaleniu. Problem polega jednak na tym, ze argumenty przeciwnika na ogo6t
8§ interpretowane wewnatrz wlasnego systemu myslowego i wlasnego systemu
umowy spolecznej.

W niektérych pracach dotyczacych konstruktywistycznego podejscia do na-
uczania matematyki przebija nuta gorzkiej refleksji. Twierdzi sig, ze podejscie
konstruktywistyczne pozostawilo nauczyciela matematyki zupeinie bezradnym
wobec wyzwah, jakie przed nim to podejscie stawia: nie sugeruje sie¢ zadnych
nowych metod pracy na lekcji; metod opartych o wiedze teoretyczng, ale uzy-
tecznych w praktyce. My uwazamy, ze istnieje wiele sposobdéw, by przygoto-
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wywaé nauczyciela do $wiadomego realizowania zalozen konstruktywizmu w
pracy z uczniem. Jednym z takich sposobdéw jest wtadnie uwrazliwianie na sens
uczniowskich wypowiedzi — budowanie umiejetnosci stuchania i interpretowa-
nia wypowiedzi uczniéw. Kompetencje, jak wspétuczestniczyé w uczniowskim
tworzeniu wiedzy, powinny byé budowane na bazie wiedzy matematycznej,
psychologicznej, pedagogicznej. Powinny zawieraé réwniez elementy wiedzy z
teorii komunikacji. Te elementy wiedzy powinny wzajemnie sie wspieraé. Na-
uczyciel moze te wiedzy zdobywaé np. przez czytanie artykuléw takich jak ten.
Jednak kompetencje w umiejetnym wykorzystaniu tak zdobytej wiedzy trzeba
budowaé¢ na bazie wlasnych do$wiadczen, prowadzac krytyczna analize wia-
snych zachowan i reakcji w czasie, gdy uczniowie pracuja na lekcji. W trakcie
biezacej konwersacji na ogét brakuje czasu na dokladng ocene zdarzenia, pro-
wadzaca do wykrycia Zrédel nieporozumienia. Ale nauczyciel ma obowigzek
w takich sytuacjach przede wszystkim powstrzymaé sie od negatywnej oceny
wypowiedzi ucznia, powinien umie¢ wzbudzi¢ w sobie refleksje, ze byé moze
uczen i on po prostu sie nie rozumieja, daé szanse uczniowi na wyjaénienie swo-
jego punktu widzenia. Potem (by¢ moze w szerszym gronie nauczycielskim)
powinna nastapi¢ refleksja i préba pogtebionej analizy zaistnialej sytuacji.

Sugerujemy, by w pracy z przyszlymi nauczycielami staraé si¢ rozwijaé
ich kompetencje w rozpoznawaniu, lokalizowaniu oraz prébach zapobiegania
nieporozumieniom podczas rozwiazywania w klasie zadah. Taka praca moze
przebiegaé wielofazowo: mozna zaczynaé¢ od analizowania szkolnych sytuacji,
w ktérych wyraznie mozna rozpoznaé i zdiagnozowaé nieporozumienie. Stop-
niowo potem mozna przechodzié¢ do sytuacji niezbyt czytelnych i oczywistych,
w ktérych jednak zachodza nieporozumienia. Osoba czuwajaca nad przebie-
giem .analizy winna nawigzywaé¢ do zalozen teoretycznych, wskazywaé na ich
zwigzek z obserwowang szkolng rzeczywisto$cia. W kazdej z takich sytuacji
warto dyskutowaé hipotetyczny scenariusz ,wlasciwych” nauczycielskich re-
akcji.
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Cognitive obstacles in teacher-student communication
Summary

One of the phenomena characteristic of class communication is misunderstan-
ding. In order, for a teacher, to understand students, he/she must be able
to discern misunderstanding in communication. This paper presents a way,
in which a teacher can develop this competence. We will describe moments
of mutual misunderstandings in communication, which happened during our
experiments. By analyzing and labeling them, we will illuminate some obstac-
les in mathematical discourse.

The analyzed problem is not only a theoretical one. We present why, in our
opinion, distinguished phenomena should be treated as obstacles in learning
mathematics, by showing and analyzing them in school practice.

Obstacles we described are the following;:

“Different understanding of the task/situation context”

When a teacher is planning a task or experiment, which can draw pupils
close to some mathematical concept, the teacher recognizes this concept in
the whole situation. He/she knows what is important and what is not. A
pupil who is trying to understand the situation can take into account these
phenomena, which are close to his/her experience. While solving the problem
he/she could use his/her own knowledge which, in his/her opinion, is useful
for this situation. It could cause children’s work to go in the direction, which
was not planned by the teacher.
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“Different importance assigned to words in a statement”

A mathematical task brings different content, depending on which part
the receiver focuses. The meaning of the whole statement is understood as we
keep in mind the meaning of previously spoken words; the meaning of separate
words is put into a broader context and we understand the relations between
parts of the statement.

“Focus on your own aims”

The teacher knows what he aims at when suggesting work on a certain
mathematical problem to the pupil. This can be exercising a skill or discovering
certain properties and relations. These aims often determine the way of work
on the task. Not following the expected patterns of work is often understood
as a mistake.

A pupil, when taking a task, aims first of all at finding a solution in the
possible easiest way, using well-known (or considered most effective) ways of
work

“Different understanding of the key word”

Constructing own mathematics is a long-lasting process, during which the
meaning of some words can change. Different meaning given to the same words
stimulates taking different actions connected with this particular concept; it
results in one word evoking different properties, different connections and re-
lations.



