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K-te wartosci rekordowe 1 ich podstawowe
wtlasnosci

(Artykut dedykugje Zonie Dorotce)

Streszczenie W pracy przedstawiony jest model k-tych wartosci rekordowych. K-te
wartosci rekordowe sa waznym przyktadem uporzadkowanych zmiennych losowych.
Pojawiaja sie one w spos6b naturalny w realnym zyciu, w przypadku, gdy jeste$my
zainteresowani kolejnymi k-tymi maksymalnymi obserwacjami. Formalna definicje
k-tych wartosci rekordowych podali Dziubdziela i Kopocinski w 1976 roku. Artykut
zawiera probabilistyczna teori¢ dla tego modelu.
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Stowa kluczowe: k-te wartosci rekordowe, k-te czasy rekordowe, liczba k-tych warto-
§ci rekordowych, proces punktowy k-tych wartosci rekordowych, reprezentacje k-tych
wartosci rekordowych.

1. Wstep
Niech X, X5s,... bedzie ciagiem zmiennych losowych. Definiujemy ciag
zmiennych losowych

L(0)=0, L(1)=1
Ln+1)=min{j: X; > Xy}, n=1,2,....
Zmienne losowe L (n), n =1, 2, ..., nazywamy czasami rekordowymi. In-
teresowac nas beda takze nastepujace zmienne losowe zdefiniowane dla n = 1,

2, ...
czasy miedzyrekordowe

A(n)=L(n)—L(n-1)
i wartosci rekordowe lub krétko rekordy

( ) badat ciagi {L(n)},{A(n)} i {X (n)} przy zalozeniu,
ze ciag X1, Xo, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowe]j ciagtej dystrybuancie F'. Miedzy innymi udowodnit nastepujacy lemat
i twierdzenie (dowody przedstawimy pozniej).
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LeMAT 1.1 Jezeli F' jest cigglq dystrybuantg, to rozktad prawdopodobieristwa
zmiennej losowej L (n), n =1, 2, ..., nie zalezy od postaci dystrybuanty.

TWIERDZENIE 1.2 Rozktad zmiennej losowej L (2) jest postaci

P(L(2):j):j(jl_1),j=2, 3, ....

WNIOSEK 1.1 Dlan=2, 3, ...
E (L (n)) =+o0.

Znalezienie rozktadéw prawdopodobienistwa czaséw rekordowych dla n >
> 3 jest bardziej skomplikowane. A. ( ) (see also [17, p. 50-65])
udowodnit, ze ciag L (n), n =1, 2, ..., tworzy taricuch Markowa z prawdo-
podobienistwami przejsé

l
PALn) = HIL(n = 1) =1} = s,
gdy k > 1 >2n—1,n=2,3,.... Whasnos$¢ te wykorzystal do znalezienia
dwuwymiarowych tacznych rozktadéw czaséw rekordowych i w konsekwen-
¢ji do znalezienia rozktadéw brzegowych czaséow rekordowych. Praca
( ) spowodowala pojawienie sie w latach pie¢dziesigtych serii prac:
(1954), (1955), (1956, 1957),
w ktérych rekordy wykorzystano w zagadnieniach zwigzanych z testowaniem
hipotez statystycznych. Wkrotce jednak nastapit spadek zainteresowania teo-
rig rekordow. Wydaje sie to zwigzane z faktem, ze E (L (2)) = 400, tzn.
$redni czas czekania na rekord ma nieskonczona wartosé oczekiwana.
Impulsem, ktéry pobudzil dalszy rozwéj teorii rekordéw i jej zastosowarn
byla opublikowana w 1962 roku praca A. Rényi’ego [35], a dokladniej lemat,
ktory nazywamy dzisiaj Lematem Rényi’ego. Przedstawimy go w dalszym
ciaggu pracy.
Praca po$wiecona jest naturalnemu rozszerzeniu pojecia rekordu.

( ) zdefiniowali tzw. k-te wartosci rekordowe. Po-
jecie to znalazto uznanie w literaturze. Do chwili obecnej istnieje kilkaset
publikacji, w ktérych wykorzystywane jest to pojecie. Na poszczegdlnych eta-
pach rozwoju teorii powstaly takze artykuty przegladowe, podreczniki i mo-
nografie podwiecone tej teorii, zobacz np. ( ), ( ),

(1988), (1998), (2001),
(2015), (2016).

2. Definicje
Niech X1, Xo, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych. Oznaczmy
Xl:n = min {X17X27 cee 7Xn} < X2:n <0 < Xn—l:n <
g Xn:n — max {Xl, XQ, e ,Xn}
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statystyki pozycyjne w ciggu X1, Xo, ..., X, gdzie n > 1.
Rozwazmy ciag wektoréw losowych

Xn—k+1:n = (Xn—k:-i-l:na Xn—k+2:na s 7Xn:n) , = k.

Podamy teraz definicje k-tej wartosci (statystyki) rekordowej, gdzie k > 1

jest ustalona liczba naturalna. ( ) (zob. takze

( , )) wprowadzili k-te czasy rekordowe L (1,k),n > k,

jako kolejne momenty, w ktorych ciag {X,—g41.n} zmienia wartosci. Oczywi-
$cie, mamy

L(1,k) =k,
L(n+1,k)=min{j > L(n, k) : X; > X;_p.j_1} ,n>1,

k-te wartosci rekordowe (k-te statystyki rekordowe, k-rekordy) sa zdefinio-
wane przez
X (n,k) = X1(nk)—k+1:L(nk)> T = 1.
Co wiecej, odpowiednie miedzy-k-rekordowe czasy sg okreslone przez
A(L,k)=L(1,k) =k,
A(n,k)=L(n,k)—L(n—1,k), n>2.

W przypadku k = 1, otrzymujemy zdefiniowane wczesniej czasy rekordowe
L (n), czasy miedzyrekordowe A (n) i rekordy X (n).

Wydaje sie, ze w zrozumieniu sensu definicji k-tych wartosci rekordowych
pomoze nastepujacy przyktad zaczerpniety z dziedziny sportu. Rozwazmy,
na przyktad, dziesie¢ najlepszych wynikéw na Swiecie w skoku w dal mez-
czyzn. W danym momencie czasu sg to: rekord swiata (wartos¢ rekordowa),
drugi wynik (druga wartos¢ rekordowa), ..., dziesigty wynik (dziesiata war-
tos¢ rekordowa). Jezeli w przyszlosci zawodnik osiagnie wynik mieszczacy sie
w pierwszej dziesigtce, to ulegaja zmianie odpowiednie wartosci rekordowe.

Mozemy spojrzeé na definicje k-tych wartosci rekordowych w inny sposoéb.
Rozwazmy niemalejacy ciag k-tych statystyk pozycyjnych

—00 < Xl:k < X2:k+1 <... < Xn—k:n—l < Xn—k+1:n <.

Usuwajac w tym ciggu elementy powtarzajace sie, otrzymujemy scisle rosnacy
ciag kolejnych k-tych wartosci rekordowych

—00 < Xy < Xp2k)—k+1:L(2k) < XLEK)—k+1:LEE) < -

W pracy ( ) rozwazano ciag X1, Xo, ...
niezaleznych zmiennych losowych z jednakowa ciagla dystrybuanta. Z zato-
zenia ciagtodci wynika, ze definicja k-tych czaséw rekordowych i k-tych rekor-
dowych wartosci moze byé zapisana w réwnowaznej postaci

L(1,k) =1,

~

L(n+1,k) = min {j > 1 (n, k) : XZ(n,k);E(n,k)+k—1 < Xj;j+k—1} )
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n =1, oraz

X(nk)=X n>1.

L(n,k):L(n,k)+k—1°
( ) zauwazyli, ze w przypadku dys-
kretnych rozkladéw powyzsze definicje k-tych czaséw rekordowych i k-tych
rekordowych wartosci nie sa réwnowazne.
Podali oni nastepujacy przyktad:

PrzykeAD 2.1 Niech ciag X, Xo, ... ma realizacje 0,1, 1,1, 0,4, 0, 3, .. ..
Wtedy
{L(n,2),n>1} ={2,3,6,8,...}

{Z(n,z),n>1}:{1,2,7,...}.

Oraz
{XL(n,2)72+1:L(n,2)7 n = 1} = {07 17 17 37 .- }

{XZ(n,Q):Z(n,Q)-i-?—l’n Z 1} =1{0,1,3,...}.

Wynika stad, ze zbiory drugich rekordéw nie sa réwne.

Koriczac paragraf o definicjach, przedstawimy definicje opierajaca sie na
pojeciu rangi.
Sekwencyjna ranga [, to ranga X, wérod Xi, Xo, ..., X, tzn.

Xn - XI,L:ny n = 1
albo .
In=) lix,cx,p n= 1,
i=1

gdzie 14 oznacza indykator zdarzenia losowego A.
Mozemy juz teraz zdefiniowaé k-te czasy rekordowe wzorem
L(1,k) =k,
Ln+1,k)=min{j >L(n,k):n—k+1<I;<n}, n>1.

Zauwazmy, ze W pracy ( ) (zob. takze |3, 4]) wprowadzono
tzw. Sciste (typu pierwszego) czasy k-rekordowe i éciste k-rekordy, przyjmujac
odpowiednio

Ly(1,k) =k, L(n+1,k) =min{j > Ls(n, k) : [ =n—k+1}, n>1,

Xs(nk) = X1, (nk)—k+1:Ls(nk), T = 1.

3. Lemat Rényi’ego i indykatory k-tych rekordéw
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Od tego paragrafu bedziemy zaktadaé, ze cigg X1, Xa, ... jest ciggiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowej ciagte; dystrybuancie F.

( ) udowodnil wspomniany we wstepie
LEMAT 3.1 (RENYI'EGO) Dla ciggu X1, Xo, ... niezaleznych zmiennych lo-
sowych o jednakowej ciaglej dystrybuancie F', rangi 11, I, ... sq wzajemnie
niezalezne oraz
.
P(In:])zﬁa]::lan anan>]—

DowOD. Z zalozenia ciggtosci dystrybuanty F' wynika, ze rownosci wérod
realizacji zmiennych losowych X1, Xo, ..., X, wystepuja z prawdopodobien-
stwem zero. Niech i1, i9, ..., i, bedzie permutacja liczb 1, 2, ..., n. Kazde

z mozliwych uporzadkowan X;, < X;, < --- < X, jest jednakowo prawdopo-
dobne. Zauwazmy, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomie-
dzy tymi uporzadkowaniami a realizacjami rang I, Is, ..., I,. Na przyktad,
uporzadkowaniu X3 < X7 < Xy < Xs odpowiada realizacja I1 = 2, Is = 4,
Is =1, Iy = 3. Z powyzszego wynika, ze realizacje rang sa jednakowo praw-
dopodobne, przy czym

1
P(Il:rl’IQZ’er"'aIn:rn):ﬁ
dlar;=1,2,...,4,1=1, 2, ..., n. Zauwazmy nastepnie, ze
P(In :]) = Z P(Il = 7"1,]2 = 1"2,...,]”,1 = Tnflaln — ])

(7"1 77"27“-77”77.—1)

- n! n! n
(r1,72,0-,"n—1)

)
a stad wynika niezaleznosé rang

P(Il = 7‘1,12 = T‘Q,...,In = ’I“n) = HP(L = Ti) .

Drzisiaj wiadowo, ze Lemat Rényi’ego byl znany wczeéniej, zobacz

(1941), (1960).

Zmienne losowe
gn (k) = 1{Xn>Xn7k;n71}’ n > k7
gdzie & (1) = 1, nazywamy indykatorami k-tych wartosci rekordowych. Oczy-
wiscie
gn (k) = 1{nfk+1<1n<n}'

Whnioskiem z Lematu Rényi’ego jest nastepujace twierdzenie, ktore pierw-
szy sformutowal V. B. Nevzorov [30] w roku 1986.
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TWIERDZENIE 3.2 Jezeli X1, Xa, ... sq niezaleznymi zmiennymi losowymi
o jednakowej ciggtej dystrybuancie F', to indykatory k-tych wartosci rekordo-
wych & (k) , kv (k) , ... sqg wzajemnie niezalezne i majg rozktad prawdopo-
dobienstwa

Plen(k)=1) = 1—P(&n (k) =0) = = k>1, n>k (1)

Dowop. Mamy
P (k)=1)=Pn-k+1<I,<n)=> P,=r),

zatem z Lematu Rényi’ego otrzymujemy niezaleznosé¢ indykatoréw k-tych war-
tosci rekordowych i ich rozktad postaci (1).

Zanim przejdziemy do badania liczby k-tych wartosci rekordowych, udo-
wodnimy lemat, ktory wykorzystamy w nastepnym paragrafie pracy (zob.
takze [32], Lemma 13.2).

LEMAT 3.3 Niech X1, X, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowej ciaglej dystrybuancie F. Oznaczmy M, = max{Xy, Xo,..., X,,}.
Wtedy, dla kazdego n > 1, indykatory & (1), &(1) , ..., &, (1) oraz M, sq

wzajemnie niezalezne.

DowoOD. Wybierzmy dowolne n > 2. Zauwazmy, ze z symetrii (niezaleznoscé
i jednakowy rozktad) mamy

P(,(1)=1)=P(X,, = M,) = P(X, = M,), r=1,2,...,n.
Natomiast z zalozenia ciggltodci dystrybuanty
P(X;=X;)=0
dla i # j. Wtedy

1= P(X) = My) + P(Xa = M)+ + P(X,, = My) = nP(X,, = M,)

1
P,(1)=1)=P(X,,=M,) = —
Poniewaz zmienne losowe & (1) , & (1), ..., & (1) przyjmuja jedynie dwie
wartosci, wiec, aby udowodni¢ wzajemng niezalezno$é¢ zmiennych losowych
&1(1),&(1),...,& (1) i M, wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnego z, r = 2,
3,...,s=1,2...,roraz

I1<al)<a2)<---<a(s)<r
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mamy

P(ga(l)(l) =1,... 750{(5)(1) =1,M, < $) =
=P(lm(1)=1)----- P(Ca(s(1) = 1)P(M, < z). (2)

Dowdd (2) nie jest trudny, ale w przypadku dowolnego s jest zlozony. Dla
prostoty rozwazmy s = 2. Wtedy

P(ga(l)(l) = 17504(2)(1) =1,M <z)=
= P(max(X1,..., Xq1)-1) < Xqq) < 7
maX(Xa(l), R Xa(2)71) < Xa(2) < 7 maX(Xa(2)+1’ oo Xp)<z)=

= (F(x))rfa(Z) / /(F(U))a(l)1(F(U))a(2)a(1)1dF(U)dF(u) _
Fr(x
- 04(1)(05()2) - (ga(l)(l) = ) (604(2)(1> 1) P(MT < x)

Oznaczmy przez N (n,k), n > k, liczbe k-tych wartoséci rekordowych
wéréd zmiennych losowych Xq, Xo, ..., X,,. Zauwazmy, ze

N(nak):gk(k)+£k+1(k)+‘"+£n(k)a

zatem zmienna losowa N (n, k) ma rozktad dwumianowy ze zmiennymi praw-
dopodobienistwami sukcesow p,, n ==k, k+1, ..., n, danymi przez (1).

Ciagi niezaleznych zmiennych Bernoulliego ze zmiennymi prawdopodo-
bienstwami sukcesu w i-tej probie

Pi({s}) =pii=1,2,..., 3)

rozwazal juz w 1837 roku S. D. Poisson [34]. Obecnie badanie takich ciagow
zmiennych Bernoulliego w dalszym ciagu budzi duze zainteresowanie i wcigz
otrzymywane sa nowe wyniki. My wykorzystamy twierdzenie z pracy Ch. A.
Charalambidesa ( [8], Theorem 3.1, zobacz takze [7]).

Zanim go jednak sformutujemy, musimy wprowadzié¢ tzw. uogdélnione liczby
Stirlinga pierwszego rodzaju [the generalized signless Stirling numbers of the
first kind] |s (n, k; @)| (zob. np. [3]).

Uogolnione liczby Stirlinga pierwszego rodzaju mozna zdefiniowaé przez

n

Ht—i—az Z|snk¢ )| £k,
i=1
gdzie a = (a1, az,...,a,). Zauwazmy, ze

|s(n,n —k;a)| = Zailaiz Gy
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gdzie sumowanie przebiega po wszystkich k-elementowych kombinacjach zbioru
indeksow 1, 2, ..., n, jest symetryczna funkcja n zmiennych (ay,ag, ..., a,).
W szczegélnym przypadku, gdy k=1,21in=%k, k+1, ..., mamy

s ( n,l,a|—<Hal> (2;) 18(n72;a)!=<zﬁlai> JZ;Z;M

TWIERDZENIE 3.4 Rozklad prawdopobobienstwa liczby sukcesow (, w n pro-
bach Bernoulliego ze zmiennymi prawdopodobieristwami sukcesu (3) jest dany

przez
Pcog)=Bmmal oy (4)
I (1+a)
i=1
gdzie a; = (1 —p;) /pi, i =1, 2, ..., n, a j-ty moment silniowy

E[(G),] = BlGr (G =1) -+ (Gu = + 1)
jest dany przez

Jls(n,j;a+ 1)
[Tie (1 +ai)

E|(¢),] = Li=1,2....n, (5)

E[(gn)j}:0,j:n+1,n+2,.... (6)

W szczegolnoscei, warto$é oczekiwana i wariancja wynosza

n n

E(Cn) = 1_ia = th Var (Cn) = Z (1
L=l

i=1

Zpl 1—pi). (7)

_l’_

Dowo6d Twierdzenia 3.4 mozna znalezé w pracy ([3]).
Jezeli rozwazymy zdefiniowana wezesniej liczbe k-rekordéw N (n, k) w ciagu
zmiennych losowych X1, Xo, ..., X, to mamy

N (na k) = (n—k’-i—lv

gdzie
k .
Pi= o i b2kt L (8)

Z Twierdzenia 3.4 otrzymujemy nastepujacy wniosek

WNIOSEK 3.1 Niech N (n,k) bedzie liczbg k-rekordéw w ciggu niezaleznych
zmeennych losowych X1, Xo, ..., X, o cigglej dystrybuancie, to
EnF|s(n —k+1,2;a)|

P(N (n,k) =z) = G0 ,x=0,1,....,n—k+1, (9)
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gdzie a; = %, i=1,2, ..., n—k+1, natomiast j-ty moment silniowy jest
Towny
G |s(n =k + 1,550+ 1)]
E[N’,k }: : 10
(N (. K, (k+1)(k+2)-n (10
7=12,...,n—k+1, oraz
E“wam}zaj:n—hn—k+L“.. (11)

DowoOD. Korzystajac ze wzoréow (8), otrzymujemy

1k
oo 1TPi T 4kl il
' i kB k
i+k—1
oraz
n—k+1 n—k+1 .
k+i—1
14 a;) = 2 gD (k4 1)n

£{( ) £E ? ( )

Zatem 7z (4) otrzymujemy (9) iz (5), (6) otrzymujemy (10), (11).
Wartos¢ oczekiwang i wariancje liczby k-tych rekordow N (n, k) otrzymuje
sie z (7):

n—k+1 n—k+1 i nq
E (N (n,k)) = Zpi: Zm:k m
=1 =1 m=k
: n—k+1 n—k+1
Var (N sz sz—kZ—kaZ
m= k:

(poréwnaj [31], wzor (19.14) i (19.16)).

4. k-te czasy rekordowe

7 Twierdzenia 3.2 wiemy, ze indykatory k-tych wartosci rekordowych & (k),
€k+1 (k), ... sa wzajemnie niezalezne. Fakt ten postuzy nam do obliczenia roz-
ktadéw k-tych czaséw rekordowych

Pop=P{L(1,k) =k L2k =m(2),...,L(n,k)=m(n)}

(zobacz np. [32], str. 84).
Mamy
nk = (gk( ) - 17€k+1 (k) = 07"‘757)1(2)71 (k) = 07£m(2) (k) = ]-7' )
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stad

Poy = P(& (k) = )P(§k+1(k):0)“'P(§ @2)-1 (k) = O)X

i ostatecznie, ponownie korzystajac z Twierdzenia 3.2,

k! (m (n) — k)! kot

o = T @ =R mB) =R mn) =)

gdzie k <m (2) < --- <m(n).

TWIERDZENIE 4.1 Cigg L (1,k), L (2,k), ... jest taricuchem Markowa z praw-
dopodobieristwami przejscia

P(L(n+1,k)>r|L(nk)=m)=

C(mA+1—-k)...(r—k—-1)(r—k) B
= m+1).. (r—1)r y r2m2ntk-1 (13

P(L(n+1,k)=r|L(n,k)=m)=
(m+1-k)...r—k—=1r

mt1) . =17 , r>m>=2n+k—1. (14)

DowoOD. Zauwazmy, ze

P(L(n+1,k)>r|L(nk) = )
=P(L(n+1,k)>r|L(nk)=m,L(n—1,k)=mp_1,....L(1k)=k) =
= P (41 (k) = ,---,ér()zo), remzn+k-1,

P(L(n+1,k)=r|L(n,k)=m)=
=P(L(n+1,k)=r|L(nk)=m,L(n—1,k)=mp_1,...,L(L,k)=k) =
=P(Emt1(k)=0,....6-1(k)=0,& (k) =1), r>m>=n+k—1

Z powyzszych rownosci 1 Twierdzenia 3.2 otrzymujemy wzory (13) i (14).

5. Rozklad warto$ci rekordowej
Wykorzystujac definicje czasu rekordowego L(n, 1), wartosé rekordowa
X (n,1) zapisujemy

X(nﬂ ]') = XL(n,l) = XL(n,l);L(n,l) = ML(n,l)a n=12....
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Zauwazmy, ze ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite, mamy

P(X(n,1)<2)=P (ML(n) <z)=

P (M, < z|L(n) =m)-P(L(n) =m)

Z Lematu 3.3 wynika, ze dla n, m =1, 2, ... zdarzenia
{L(n) =m} ={&1) + -+ &m-1(1) =n—1,§n(1) =1}
i zmienna losowa M, sa niezalezne. Wiadomo takze, ze
P(M, <z)=F"(z).

Stad

gdzie

jest funkcja tworzaca czasu rekordowego L(n). W monografii Nevzorova [31]
(Exercise 14.1) podana jest postac tej funkcji tworzace]

k
Q) =1- (1) 5 sl
k=0
—log(1—s) . ( )
_ v exp (—v
- / m—1r

0

Zatem rozktad wartoéci rekordowej jest postaci

P(X(n1)<2)=1—(1—F Z (g1 P _
ROCEE) L
v" lexp(—v
- — =1,2,....
(n—1)! dv, n=1,2,

[e=]
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W przypadku standardowego rozktadu wyktadniczego
F(z)=1—exp(—z), z>0,

mamy
T

v Lexp (—v)
P(X(n,l) < $) _/(n—l)!dv'
0
Zatem w tym przypadku warto§¢ rekordowa ma X (n,1) na rozklad gamma

7 parametrem n.

6. Procesy punktowe

W najblizszych dwoéch paragrafach przedstawimy aparat matematyczny,
ktory bedziemy wykorzystywac w dalszej czesci pracy. W pierwszym omoéwimy
procesy punktowe, a w nastepnym procesy Markowa.

Procesy punktowe oméwimy w oparciu o podrecznik Serfozo [10] (zob.
take [20], [27], [30], [37)):

LProces punktowy” to proces liczacy punkty w losowym podzbiorze pewnej
przestrzeni. Zwykle ta przestrzenia jest prosta rzeczywista R, plaszczyzna R2,
wielowymiarowa przestrzen euklidesowa RY, czy bardziej ogélnie zupelna,
osrodkowa przestrzeri metryczna (przestrzeri polska) S. Oznaczmy przez S
rodzine zbioréw borelowskich z S, oznaczny takze rodzine ograniczonych zbio-
row borelowskich przez S.

W naszych zastosowaniach teorii proceséw punktowych zazwyczaj be-
dziemi przyjmowac, ze S C R.

Losowy zbiér punktéw w S jest przeliczalnym zbiorem elementéw loso-
wych {7, } o wartosciach z S takim, ze w dowolnym ograniczonym podzbiorze
moze znajdowac sie tylko skoriczona liczba punktow. Wtedy

N(B)=)> 6, (B), BES,

oznacza liczbg punktow w B, gdzie d, (B) = 1(,¢p) jest miara Diraca z jed-
nostkowa masa w x. Ta liczaca miare N nazywamy procesem punktowym
na S z lokalizacjami punktow {7, }.

Oznaczmy przez M zbior wszystkich liczacych punkty miar v na (S,S),
ktore sa localnie skonczone, tzn. v (B) < oo dla ograniczonych zbioréw B.
Miary z M sg postaci

v(B)=) 6., (B), BES,

gdzie {z1,..., 21}, 0 < k < oo, jest zwiazanym z nia zbiorem punktow. Ze
zbiorem M wiazemy generowana przez zbiory {v € M: v (B) =n},dlaB € S
in >0, o-algebre M.

Mozemy juz teraz podac¢ formalna definicje procesu punktowego.
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DEFINICJA 6.1 Proces punktowy na przestrzeni S jest mierzalnym prze-
ksztalceniem N z przestrzni probabilistycznej (Q, F, P) w przestrzen (M, M).
Zmienna losowa N (B) jest liczba punktow w zbiorze B € S.

Oczywiscie
N(B)=)> 6, (B), BES,

gdzie 7, oznaczaja lokalizacje punktoéw przeksztalcenia N.

W przypadku, gdy S = R? to N jest lokalnie skoniczony, tzn. N (B) < oo
dla wszystkich ograniczonych zbioréw B.

Rozktad prawdopodobienstwa procesu punktowego N, tzn. P (N € -), jest
okreslony przez jego skonczenie wymiarowe rozktady

P(N(B))=ny,---,N(By)=ng), Bi,...,Br e, (15)

gdzien; € {0,1,2,...},7=1,2, ..., kik=1,2,....
Dwa procesy punktowe N i N’ na S sa réwne wedtug rozktadu, co piszemy

N&N " jezeli ich skoriczenie wymiarowe rozktady sg réwne
d ’ ’ ~
(N (B1),+ N (Bi) £ (N'(B),-+- \N'(BY)), Bi...,Bi€8.

W przypadku, gdy S = RY, wystarczy zdefiniowaé¢ prawdopodobienstwa, (15)
dla prostokatow (a,b] = {:1; eER? : ;< <bj, 1<i< d}.
Miarg intensywnosci albo miarg srednia procesu punktowego N jest

u(B)=E[N(B)], BeS.

Miara p (B) moze by¢ nieskoriczona, nawet jesli B jest ograniczonym zbiorem.
Jezeli S = R?, to czasami uzywamy zapisu postaci

n(B)= [A@) o

B

gdzie A (z) jest intensywnoscia procesu N w punkcie x, a dx oznacza miare
Lebesgue’a. Funkcje A (z) nazywamy zalezna od lokalizacji funkcja intensyw-
nosci procesu N.

W naszych rozwazaniach kluczowa role beda odgrywac procesy punktowe
Poissona.

DEerFINICJA 6.2 Proces punktowy IV na przestrzeni S jest procesem Poissona
z miarg intensywnosci p, ktéra jest lokalnie skoniczona, jezeli nastepujace wa-
runki sa spelnione:

e N ma niezalezne przyrosty: zmienne losowe N (B1), ..., N (Bj) sa nie-
zalezne dla roztacznych zbioréw By, ..., B € S.

e dla kazdego B € S, zmienna losowa N (B) ma rozktad Poissona z war-
toscia oczekiwang p (B).
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W nastepnych paragrafach istotng role odegraja nastepujace dwa twier-
dzenia.

TWIERDZENIE 6.1 (Suma niezaleznych proceséw Poissona) Niech N1,..., N,
bedq niezaleznymi procesami Poissona na S z miaramsi intensywnosci fy, . . .,
i, odpowiednio. Wiedy ich suma (superpozycja) N = > | N; jest proce-
sem Poissona z miarg intensywnodci b = 2?21 i . Twierdzenie jest takze
prawdziwe dla n = oo, przy zalozeniu, ze p jest lokalnie skoriczona.

TWIERDZENIE 6.2 (Przeksztalcenie procesu Poissona) Niech S;, i = 1, 2,
bedq przestrzeniami polskimi. Niech S;, i = 1, 2, bedg zwigzanymi z nimi o-
algebrami. Niech T': (S1,81) — (S2,S2) bedzie mierzalnym przeksztalceniem.
Jezeli N jest procesem Poissona na S1 z miarg intensywnosci i , to

N=NoT™!

jest procesem Poissona na So 2 miarg intensywnosdci ji = poT 1. Symbol ,,0”
oznacza superpozycje (ztozenie).
Jezeli proces punktowy N ma reprezentacje

N=> 4,

to N ma reprezentacje

N=NoT'=) or,.

Na zakoriczenie paragrafu rozwazmy klasyczny przypadek procesu Poisso-
na na R, . Proces Poissona N na Ry (lub na R) z miara intensywnosci 1 nazy-
wamy niejednorodnym procesem Poissona. Oznaczny przez 0 < 7 < 9 < ...
punkty lokalizacji procesu N. Wtedy N (B) = ), 0, (B) ma rozktad Pois-
sona ze Srednia u (B).

Bedziemy wykorzystywac zapis N (t) = N ((0,¢]) dla t > 0. Jezeli

B//\

to mowimy, ze N jest procesem Poissona z funkcjg intensywnosci A (t). W przy-
padku, gdy E[N (t)] = At dla ustalonego A > 0, to N jest klasycznym proce-
sem Poissona. Nazywamy go takze jednorodnym lub stacjonarnym procesem
Poissona z intensywnoscia A.

Przypomnijmy, proces punktowy N = {N (¢) : ¢t > 0} na R, definiuje sie
jako proces liczacy N (t) = Y07 17, <y, gdzie 0 =
sa losowymi punktami (czasami) takimi, ze 7,, — oo prawie na pewno, gdy

TS TS T2 < ...
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n — o0o. Proces punktowy N nazywamy prostym, gdy jego punkty sa rézne,
tzn. 0 =719 < 11 < T < ... prawie na pewno.

Wazna jest nastepujaca charakteryzacja jednorodnego procesu Poissona
na R. Przypomnijmy, ze zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy z in-
tensywnoscig A > 0, jezeli P (X > t) = e~ dla wszystkich ¢ > 0. Oczywiscie
EX =)L

TWIERDZENIE 6.3 Niech N (t) bedzie prostym procesem punktowym na Ry

z punktami 71 < To < ..., przyjmujemy, ze 79 = 0. Proces N (t) jest jedno-
rodnym procesem Poissona na Ry z intensywno$cig A, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy rézZnice T, — Th—1, n = 1,2, ..., sqg niezaleznymi zmiennymi losowymsi o

rozktadzie wyktadniczym z wartoscig oczekiwang A7 1.

7. Procesy Markowa

Przyjmujemy, ze czytelnik zna aparat procesow Markowa (zob. np. [27],
[28], [13]). Tutaj wprowadzimy oznaczenia i przypomnimy jedynie wybrane
pojecia i wyniki.

Rozwazmy zbiory T, S C R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych.
Proces stochastyczny X = {X;,t € T'}, gdzie X; € S, nazywamy procesem
Markowa, jezeli dla kazdego t € T ciag X, s < t i zmienna losowa X, dla
u > t sa warunkowo niezalezne wzgledem zmiennej losowej X;. To znaczy dla
kazdego zbioru borelowskiego B C S prawie na pewno mamy

P (X, € B|X,,s <t) = P (X, € B|X;)

dla u > t, gdzie P (-]-) jest prawdopodobieristwem warunkowym.

Zbior T nazywamy czasem (skala czasu), a zbior S — zbiorem wartosci
procesu.

Dla kazdych s,t € T, przy czym s < t, istnieja regularne warunkowe
rozktady (zob. np. [27]) takie, ze prawie na pewno

K.y (Xs,B) = P(X, € B|X,) = P (X, € B|X,,u<s),

gdzie B C R sa zbiorami borelowskimi.
Rozktady K¢ (X, B) nazywamy jadrami markowskimi (przejs¢) na S.
W przypadku, gdy T = R4 albo T' = Z,, méwimy, ze mamy proces
Markowa jednorodny w czasie, jezeli jadra przejs¢ sa postaci Ky = K;_g, to
ZNaczy

P (X, € B|X;) = Ki—s (X5, B)

prawie na pewno, gdzie B C S jest zbiorem borelowskim, s,t € T, s < t.
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Wtedy, wprowadzajac rozklad poczatkowy vy, = P o X(;l, rozktad skoni-
czenie wymiarowy procesu X jest postaci

P(Xto S Bo,th S Bl,. . .,th S Bn) =
:/d’/to (xo)/Ktl_tO (1707d901)"'/Ktn—tn1 (Tn—1,dzn). (16)
B By

Bo

Relacje Chapmana—Kolmogorowa tozsamos$ciowo postaé
Kepy =K K, s<t<u.

Rodzine (K;) nazywamy polgrupa jader przejscia.

Ustalmy polgrupe jader (K;) na przestrzeni S C T. Wtedy z Twierdzenia
Kolmogorowa o istnieniu (zob. np. [27]) istnieje proces Markowa X, zwiazany
7 ta poélgrupa i rozktadem poczatkowym v. Wiadomo wtedy, ze isnieje jed-
noznacznie wyznaczona przez v miara P, na przestrzeni trajektorii (ST, ST).
Dla miary skupionej d, w punkcie z € S bedziemy pisa¢ P, zamiast Pj, .
Wartosci oczekiwane (catkowanie) wzgledem P, albo P, bedziemy oznaczaé
przez E,, albo E,, odpowiednio.

8. Procesy Markowa rekordéw. Rozklad k-wartosci rekordowej

Niech X7, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowej
(absolutnie) ciagtej dystrybuancie F' z gestoscia f.

Nasze rozwazania rozpoczynamy od znalezienia lacznej gestosci rozktadu
wektorow statystyk pozycyjnych (zob. np. [9])

(Xlzna X2:7L7 se 7Xn:n) y 1 2 1.
Gestosé tego wektora dla ustalonego n jest postaci

nlf(x1)-- fzn), o1 < <y (17)

Ustalmy k € Z, . Rozwazmy ciag wektoréw statystyk rekordowych
X(?’L,k‘) = (X(n,k‘),X(n,k— 1),...,X(7’L,1)), nz 17 (18)

gdzie X (n,k) = Xr(n k) k+1:L(nk)-

Zauwazmy, ze ciag (18) jest jednorodnym procesem Markowa z czasem
T = Z.. Zauwazmy, ze znajac stan procesu X (t, k) w chwili ¢ = n, przyszta
jego ewolucja w czasie zalezy jedynie od ciagu X,4+1, Xnt2, ..., zatem jest
ona niezalezna od przeszloéci opisanej przez X1, ..., Xn—1.

Rozwazmy najpierw ciag rekordow X (n,1), n > 1. Niech f, (x) bedzie
gestoscig rekordu X (n,1). Mamy
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oraz
T

fos () = / fo () fusr (@ ly) dy,

0

gdzie fn11 (2 |y) jest warunkowsg gestoscia X (n + 1, 1) przy danym X (n, 1) = y.
Nastepnie

f’rH—l (‘T ‘y) = ]%7 y<u,

(zob. takze [31], wzor (15.8)).
Ostatecznie otrzymujemy

n d? d 7
foor (o /f — ()y gdyy <=z

0, W przeciwnym razie.
Rozwazmy teraz ciag dwuwymiarowych wektoréw
(X (n,2), X (n,1)), n > 1,

Wtedy z (17)

_ 20 f (@) f(x2), gdy 21 < a2,
f1 (.%'1,.%2)—{ 0 . .
, W przeciwnym razie.

Obliczymy fr41 (21, x2). Niech X (n,2) = y. Rozwazymy dwa przypadki:

1) kolejna w wyjsciowym ciagu zmienna losowa X, ktéra powoduje zmiane
drugiej wartosci rekordowej jest druga maksymalng statystyka pozycyjna, tzn.
druga co do wielkosci wartoscig w zaobserwowanym ciagu; X. = X._q |

2) kolejna w wyj$ciowym ciagu zmienna losowa X, ktora powoduje zmiane
drugiej wartosci rekordowej jest wartosciag maksymalna.

Mamy wtedy, rozumujac jak poprzednio,

F(y)

0, W przeciwnym razie.

/fn Y, Ti) #dy, gdy z1 < 9,
Jns1 (1, 22) = =
— 00

Ostatecznie obliczamy fn11 (21, 22,...,2%). Niech X (n,k) = y. Rozwa-
zymy teraz k przypadkow: kolejna w wyjsciowym ciggu zmienna losowa X,
ktora powoduje zmiane k-wartosci rekordowej jest: 1) k maksymalna staty-
styka pozycyjna, 2) k—1 maksymalng statystyka pozycyjna, ..., k) pierw-
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sza maksymalng statystyka pozycyjna, czyli maksimum. Wtedy, dla n > 1,

fn-i—l (.171711327 o )xk) =
ST /()
T
ey X1y LTy e - ——d
B Zz; / fn (y,961, y Li—1, Ti+1, xk) 1*F(y) Y,
- —o0
gdy 1 < x2 < -+ < 7,
0, W przeciwnym razie,
gdzie
()
fo (Y1, o i1, i1, - - Tk 1= F(y)
dla k =1, wynosi
[ (@1)

Wykorzystujac powyzsze réwnania rekurencyjne, w nastepnym twierdze-
niu podamy gesto$¢ k-tej wartosci rekordowe;j.

TWIERDZENIE 8.1 Gestosé f,S’“) k-tej wartosci rekordowej jest postaci

k _ _
iy = m—1)! [~klog (1= F )" '1-F@) ' fly), n>1
DowoOD. Zauwazmy, ze gestosci fn, (x1,x2,...,2%), n > 1 spelniaja row-
nania
fn (acl,a:g, N ,a:k) =
_ [ Rlgn () f(21) f(@2) - f (), gdy a1 <@ <.+ <y, (19)
0, W przeciwnym razie,
gdzie
91 () =1,
z 10
Y
= d > 1.
In+1 (2) /gn(y)l_F(y) y, n
—0o0
Stad
gn (2) = =1 [~klog (1 —F (2))]"™", n>1.
Zatem mamy juz postaé tacznych gestosci fi, (x1, o, ..., x%), n > 1, wek-
torow

(X (n,k), X (n,k—1)),...X (n,1)), n> 1.

Mozemy zatem znalezé¢ gestosci f,(Lk) (y), k=1, n > 1, k-tych wartosci rekor-
dowych {X (n, k), k> 1,n > 1}.
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Z (19) mamy
0[] / ek log (1 P x
Yy x2
'f(y)f(ﬂﬁz)"'f(ﬂfk) dxy ... dzg =
— g ko (- F G A= F W) ),

to konczy dowodd Twierdzenia 8.1.
Korzystajac z Twierdzenia 8.1, tatwo jest znalez¢ dystybuante k-tej war-
tosci rekordowej Jasd () = P (X (n, k) < x).

WNIOSEK 8.1 Dia k> 1, n > 1 mamy
—klog(1—F(x))

B () = (n—1)!

e¥dy.
0

W przypadku wartosci rekordowej X (n, 1), tzn. dla k = 1, mamy

10 () = (nf”, [—klog (1— F )" f(y), n>1.

oraz
—log(1-F(z))
M) (z) = / g edy, n>1
0

Rozwazmy dwa ciagi niezaleznych o jednakowym rozktadzie zmiennych
losowych: X1, Xo, ... z ciaggla dystrybuanta F' i

Y1 :min{Xl,...,Xk}, Y2 :min{XkJrl,...,ng},....

z dystrybuanta
Gx)=1-(1-F ().

Niech Y (n,1) oznaczaja wartosci rekordowe w ciagu Y7, Ya, ....

TWIERDZENIE 8.2 Dla ustalonego k > 1, mamy
X(n,k)2Y (n,1), n>1.

DowoODn. Zauwazmy, ze

n—1
P(X (n,k)<z)= / %eydy
/ !
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oraz
yn—l
P(Y (n,1)<x)= / ——— €Y dy.
n !
0

To koniczy dowdd twierdzenia 8.2.

9. Proces wartosci rekordowych
Niech Fy, Es, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z jed-
nakowa standardowsa dystrybuanta wyktadnicza

1l—exp(—2x) x>0,
F(x):{() ( )ﬂ:<0.

Pokazalismy poprzednio, ze dystrybuanta FT(LIJ),J (x) wartosci rekordowej
E(n,1), n > 1, w ciagu Eq, Es, ... jest postaci

T

1) yn—l
FnE(a:) /(n—l)!e dy, n>1
0

Zatem w tym przypadku wartos¢ rekordowa ma F (n, 1) na rozktad gamma
7 parametrem n, czyli

E(m1) LB +Ey+-+E,, n>1.
Rozwazmy teraz proces wartosci rekordowych
E(1,1), E(2,1), ..., E(n,1), .... (20)

Z rozwazan z Rozdzialu 8 wynika, ze ciag (20) jest jednorodnym procesem
Markowa z czasem T = Z dla ktérego

P(E(n+1,1)>z|En,1)=y)=e @Y

dlan>1iz>y.
Rzeczywiscie, wiemy, ze
—X

€ —(z—
farp(xly) = — =W, y<a,

fr+1,E (x]y) jest warunkowa gestoscia E (n+ 1,1) przy danym E (n,1) =y
oraz fn g (x) jest gestoscig rekordu E (n,1).
Zatem

P(En+1,1)>xz|E(n1)=y)=
:/an,E (uly) du:/e("y) du = ef(wfy), y <z

Nastepne twierdzenie odgrywa kluczowa role w teorii proceséw wartosci
rekordowych.
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TWIERDZENIE 9.1 Zmienne losowe E (n,1), n > 1, sqa punktami jednorod-
nego procesu punktowego Poissona na (0,00). Oznacza to, ze

(E(m,1), n>1} 2 {T,, n>1} (21)

wR>, gdzie 'y, = E1+ Ey+---+ E, i {Ej, j > 1} jest ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych z jednakowq standardowq dystrybuantg wyktadniczg.

DowoOD. Zauwazmy, ze
PEMN+1,1)>z|EMml) =y)=e @Y =P >z[h=y)

dla y < z.

Pamietamy takze, ze X (1,1) = X, ar,.

Wiadomo, ze dwa ciagi Markowa ze stacjonarnymi prawdopodobieristwami
przejsé sa rowne wedtug rozktadu, jezeli ich wyjsciowe rozktady i prawdopo-
dobienstwa przej$é sa sobie réwne, odpowiednio. Zatem

{E(n.1),n>1} £ {Tn, n>1}.
Otrzymalismy wiec teze (21) Twierdzenia 9.1.

10. Twierdzenie Ignatova—Deheuvelsa Przypomnijmy, sekwencyjna
ranga I, to ranga X, wérod X, Xo, ..., X,, tzn.

Xn - X[n:ny n = 1
albo

n_zl{X Xn}a = 7

gdzie 14 oznacza indykator zdarzenia losowego A.
Czasy rekordowe mozna zdefiniowaé¢ wzorem

L(1,1) =1,
L(n+1,1)=min{j > L(n,1):I; =n}, n>1.

Wprowadziliémy poprzednio tzw. Sciste czasy k-rekordowe przyjmujac odpo-
wiednio, dla k=1, 2, ...,

Lo(1,k) = k
Lin+1,k)=min{j > Ly(n,k): [j=n—k+1}, n>1

i Sciste k-rekordy,

X (na k) = XLs(n,k:)—k—i-l:Ls(n,k)a n =1
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Wtedy
X (n,1) = X (n,1), n>1.

Niech k > 1 bedzie ustalona liczba naturalng. Definiujemy procesy liczace
punkty zwigzane z procesani k-tych rekordéw.
Niech
{X(1L,k), X (2,k),...,X (n,k),...}

bedzie procesem punktowym k-tych rekordéw, a

N*(2) =3 1ixp<a)
n=1

zwigzamym z nim procesem liczacym punkty. Podobnie, niech
{XS (17k>7XS (27k)>"'>Xs (nak)v}

bedzie procesem punktowym $cistych k-tych rekordéw, a

N (2) = 1ix, (k<o)
n=1

zwigzamym z nim procesem liczacym punkty.
Mozemy juz sformutowaé Twierdzenie Ignatova—Deheuvelsa.

TwIERDZENIE 10.1 Procesy scistych k-rekordow Nsk, k=12, ... s¢ nieza-
lezne i majq taki sam rozktad jak proces rekordéw N'.

Istnieja kontrowersje, do kogo nalezy wynik przedstawiony w Twierdzeniu
10.1 (zob. [11]). Twierdzenie 10.1, w przypadku ciagtej wyjsciowej dystrybu-
anty F', zostalo udowodnione przez P. Deheuvelsa w pracy [10] przestanej do
druku 10 stycznia 1982 roku. Niezaleznie, Z. Ignatov [21], [25] troche wczesniej
przedstawil bez dowodu omawiane twierdzenie.

W nastepnych latach pojawity sie prace podajace dowody Twierdzenia
Ignatova—Deheuvelsa nie tylko dla ciaglych dystrybuant, ale i dla dowolnych
dystrybuant.

Wyliczmy niektoére z nich w kolejnosci czasu publikacji: C. M. Goldie and
L. C. G. Rogers (1984) [23], A. J. Stam (1985) [43], S. I. Resnick (1987) [36],
Rozdziat 4.6, R. Engelen, P. Tommassen and W. Vervaat (1988) [18], L. C.
G. Rogers (1989) [38], S. M. Samuels (1992) [39], Y-C Yao (1997) [19].

W tym opracowaniu nie podajemy dowodu Twierdzenia 10.1 (Ignatova—
Deheuvelsa). Wymagatoby to osobnego opracowania. Zwr6¢my jedynie uwage,
ze pojawiajg sie interesujace zastosowania tego twierdzenia. Zobaczmy, na
przyktad: G. Simons, Y-C. Yao L. Yang (2002) [42], A. Gnedin (2008) [22],
B. Buchmann, R. Maller and S. I. Resnick (2018) [5].

W nastepnym paragrafie potrzebna bedzie nam wersja Twierdzenia Ignato-
va—Deheuvelsa dla standardowego rozktadu wyktadniczego.
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Niech Fy, Es, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z jed-
nakowsa standardowsg dystrybuanta wyktadnicza. Niech

(B, (1,k),Ey (2,k),...,Ey(n,k),...}

bedzie procesem punktowym §cistych k-tych rekordéw w ciagu Ey, Fa, ..., a

Nf,E (l‘) = Z 1{Es(n,k)<a:}
n=1

zwigzamym z nim procesem liczacym punkty. Podobnie dla procesu punkto-
wego k-tych rekordéw

(E(LK),E2.k),....,BE(nk),...}
przez

NE (2) = Lpmp<a)
n=1

oznaczamy zwigzany z nim proces liczacy punkty.

Z Twierdzenia 9.1 wynika, ze zmienne losowe {E (n,1), n > 1} sa punk-
tami jednorodnego standardowego procesu punktowego Poissona na (0, 00),
tzn. z intensywnoscia A = 1. Zatem wnioskiem z Twierdzenia 10.1 jest naste-
pujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 10.2 Procesy Scistych k-rekordow NQE, k=12, ..., sqg nie-

zaleznymi jednorodymi standardowymsi procesami punktowymi Poissona na
(0, 00).

11. Proces k-tych wartosci rekordowych

Do konstrukeji procesu k-tych wartosci rekordowych wykorzystamy rozu-
mowanie P. Deheuvelsa z pracy [11].

Rozwazmy, dla k =1, 2, ..., ciag k-tych czaséw rekordowych

{L(1,k),L(2,k),...}
oraz ciag Scistych k-tych czaséw rekordowych
{Ls (1,k),Ls(2,k),...}.

Zauwazmy, ze

k
{(LGk),G 21y = | {Ls(im) 5 =1}, (22)
m=1
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Z réwnania (22) wynika, ze proces punktowy k-tych rekordow

oo
Ng (2) = Ypmp<a)
n=1
jest superpozycja proceséw punktowych écistych m-tych rekordéw

N;’:LE (:E) = Z l{ES(n,m)éx}a
n=1

gdziem =1, 2, ..., k.
Mozemy juz teraz udowodnié twierdzenie o procesie k-tych rekordéw dla
proby z rozktadu wyktadniczego.

TWwIERDZENIE 11.1 Procesy k-rekordow Ng, k=1, 2, ..., sqg jednorodymi
procesami punktowymi Poissona na (0,00) z intensywnosciami X\ (x) = k,
x € (0,00), odpowiednio.

DowOn. Korzystajac z Twierdzen 10.2 1 6.1 mamy, ze NﬁE jest procesem
Poissona z intensywnoécia

k
Ax) = lek, z € (0,00).

m=1

To koticzy dowo6d Twierdzenia 11.1.

W celu znalezienia postaci procesu punktowego k-tych rekordéw wpro-
wadzamy pojecie odwrotnosci monotonicznej funkcji i przypomnimy kilka jej
wlasnosci (zob. np. [36], Rozdzial 0.2. i Rozdzial 4.1.).

Zalozmy, ze H jest niemalejaca funkcjg na R. Przyjmujemy konwencje,
ze infimum zbioru pustego jest réowne +oo. Definiujemy (lewostronnie ciggla)
odwrotnosé¢ H jako

H (y)=inf{s: H(s) > y}.

Niech X bedzie zmienng losows o dystrybuancie F. Okreslmy przeksztal-
cenie

R(zx)=—log(1—F (z)), x € R.

Niech F bedzie zmienna losowa o standartowym rozktadzie wykladniczym.
Przypomnijmy, ze wtedy P (E > z) = e™*, x > 0. Zmienne losowe R (E)
i X maja ten sam rozkltad prawdopodobienistwa, co zapisujemy

d

R (B)LXx.
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Niech X7, Xo, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z jed-
nakowa dystrybuanta F' oraz Fq, Ea, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych z jednakowa standardows dystrybuanta wyktadnicza. Oznaczmy
Mn = Imax (Xl, Xg, e ,Xn), Mn,E — Imax (El, EQ, NN ,En) Wtedy

{max (R (E1),R" (E2),...,R™(E,)),n>1} < {My,n>1}.
Poniewaz R jest funkcja niemalejaca, wiec
{max (R (B), R (Ey),..., R™ (En))yn > 1} 2 {R™ (M), > 1}

W rozwazanym w tej pracy przypadku, gdy F' jest dystrybuanta ciggta,
funkcja R jest ciagla i stad RS jest $cisle rosnaca funkcja. Wtedy, dla k =1,
2, ..., mamy

(RT(E(n,k),n>1} 2 {X (n,k),n>1}. (23)

Pamietamy, ze {F (n,k),n > 1} jest jednorodym procesem Poissona na
(0,00) z intensywnoscia A (z) = k, x € (0,00) (zobacz Twierdzenie 11.1).
Nastepny wynik o wlasnosciach procesu k-tych rekordéw sformutujemy jako
twierdzenie.

TWIERDZENIE 11.2 Niech F' bedzie ciggltq dystrybuantq. Okreslmy
R(x) = —log (1 - F ()
i potézmy x; = inf{y : F (y) > 0}, o =sup{y : F (y) < 1}. Poniewaz
R: (x1,20) — (0,00),

wiee R (0,00) — (z7,x0) -
Wtedy procesy k-rekordéw N*, k = 1, 2, ..., sq procesami punktowymi
Poissona na (x, o) ze Srednig miarg

E [N’f ((a, b])} — kR (b) — kR (a) (24)
dla r; < a < b < xg.

Dowop. Wykorzystamy Twierdzenie 6.2 o przeksztalceniu procesu Pois-
sona. Rozwazmy proces Poissona

N = Z OB (n,k)

n=1

a (0, 00) z intensywnoscia A (z) = k, x € (0, 00) i przeksztalcenie RT. Wtedy

NE = Nfo 251% E(n.k))-
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jest procesem Poissona na (z;, xg) ze $rednig miarg
fi = (km) o (RT)™! na (7, 20), (25)

gdzie m jest miara Lebesguega.
Ze wroru (23) mamy

NE =" 6xmm = D Sr-1(E(mk)
n=1 n=1

oraz z (25) otrzymujemy (24).
To koriczy dowod Twierdzenia 11.2.

12. Uogdlnienie reprezentacji Tata na przypadek k-tych wartosci
rekordowych
Zauwazmy, ze dlan=1,2,...i k=1, 2, ... mamy

(X(l,k),...,X(n,k:))i(R‘_(E(l,k)),...,R“(E(n,k:))),

gdzie R (z) = F~! (1 — e™®). Przypominamy, po raz kolejny, ze w tej czesci
pracy zaktadamy cigglosé¢ dystrybuanty F'.
Rozwazymy najpierw przypadek k = 1. Z Twierdzenia 9.1 wynika, ze

(E(n,1), n>1} {0, n>1)

w R | gdzie
Fn:E1+E2++En

i {Ej,j > 1} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z jednakowa stan-
dardowa dystrybuanta wykladnicza.
Zatem

(X (1,1),...,X (n,1)) =% (RT(T1), ..., R (T})), (26)

Rownanie (26) nazywamy reprezentacja Tata (zob. [16])
Dla ustalonego k =1, 2, ..., zmienne losowe

(X (1K), X (2.k),....X (n,k),...}

sa punktami procesu punktowego k-tych rekordéw N*. Proces k-rekordow N*
jest procesem punktowym Poissona na (z;,zg) ze $rednig miarg

E [Nk ((a, b])} — kR (b) — kR (a),

gdzie R (z) = —log (1 — F (x)), € R. K-te rekordy tworza proces Markowa
z czasem T = Z, dla ktorego (zobacz np. [1])

_ T k
P(X(n+1,k)>z|X (nk) =y) = (1_%)
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dlan > 1ix > y. W przypadku standardowego rozktadu wyktadnicego mamy
P(E(n+1,k)>z|E(nk)=y) = e ey
dlan>1ix>y. Zatem
{E(1,k),E(2,k),...,E(n,k),...}

jest jednorodnym procesem Poissona z intensywnogdcia A.
Ostatecznie

1

(X (L,k),...,X (n,k)) < (k

(R (T)...., R <rn>>) L@

Rownanie (27) nazywamy uog6lniona reprezentacja Tata (zob. np. [31],
a takze [17]).

13. Zakoriczenie

W poprzednich paragrafach przedstawilismy jedynie czed¢ wynikéw do-
tyczacych teorii k-tych wartodci rekordowych. Pomineliémy prawie zupetnie
wyniki o k-tych wartosciach rekordowych w prébach z dyskretnym rozkla-
dem. Nie wspomnieliS§my nic o dobrze rozwinietej asymptotyczej teorii k-tych
wartosci rekordowych. Rozwija sie takze teoria tzw. k-tych proceséw ekstre-
malnych i proceséw punktowych zwigzanych z nimi, ktéra mozna wykorzystaé
do badania k-tych rekordéw.

Zwrbéémy uwage, ze pojawiaja sie w znacznej ilodci artykuly dotyczacych
wnioskowan startystycznych w oparciu o obserwowane k-te wartosci rekor-
dowe. Powstaja takze interesujace zastosowania w teorii niezawodnodci, w ba-
daniach dotyczacych ocieplenia klimatu, czy tez w teorii systeméw dynamicz-
nych.

Nawet pobiezne przedstawienia ktéregos z powyzszych zagadnien znacznie
przekracza ramy prezentowanego artykutu.

14. Podziekowanie

Dziekuje Profesorowi Wtadystawowi Szczotce z Instytutu Matematycz-
nego Uniwersytetu Wroctawskiego za zachete do napisania pracy i uwagi,
ktore pozwolily ja ulepszy¢.
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K-th Record Values and Their Basic Properties
Wiestaw Dziubdziela

Abstract In this paper, the k-th record value model is presented. The k-th record
values has emerged as an important model of ordered random variables. They ap-
pears naturally in real life where one interested in successive K-th maximum ob-
servations. The k-th record values are formally defined by Dziubdziela i Kopociriski
(1976). The paper contains distributional theory for this model.
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Stowa kluczowe: k-th record values, k-th record times , number of k-th record values,
point process of k-th record values, representations of k-th record values.

Wiestaw Dziubdziela po piec¢dziesieciu latach zajmowania sie
teorig wartosci ekstremalnych i rekordowych obecnie poswieca
sie pracy w ogrodku.
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