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StreszczenieW pracy przedstawiony jest model k-tych warto±ci rekordowych. K-te
warto±ci rekordowe s¡ wa»nym przykªadem uporz¡dkowanych zmiennych losowych.
Pojawiaj¡ si¦ one w sposób naturalny w realnym »yciu, w przypadku, gdy jeste±my
zainteresowani kolejnymi k-tymi maksymalnymi obserwacjami. Formaln¡ de�nicj¦
k-tych warto±ci rekordowych podali Dziubdziela i Kopoci«ski w 1976 roku. Artykuª
zawiera probabilistyczn¡ teori¦ dla tego modelu.
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warto±ci rekordowych.

1. Wst¦p

Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych. De�niujemy ci¡g
zmiennych losowych

L (0) = 0, L (1) = 1

L (n+ 1) = min
{
j : Xj > XL(n)

}
, n = 1, 2, . . . .

Zmienne losowe L (n), n = 1, 2, . . ., nazywamy czasami rekordowymi. In-
teresowa¢ nas b¦d¡ tak»e nast¦pujace zmienne losowe zde�niowane dla n = 1,
2, . . .:
czasy mi¦dzyrekordowe

∆ (n) = L (n)− L (n− 1)

i warto±ci rekordowe lub krótko rekordy

X (n) = XL(n).

Chandler (1952) badaª ci¡gi {L (n)},{∆ (n)} i {X (n)} przy zaªo»eniu,
»e ci¡g X1, X2, . . . jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jedna-
kowej ci¡gªej dystrybuancie F . Mi¦dzy innymi udowodniª nast¦puj¡cy lemat
i twierdzenie (dowody przedstawimy pó¹niej).
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Lemat 1.1 Je»eli F jest ci¡gª¡ dystrybuant¡, to rozkªad prawdopodobie«stwa

zmiennej losowej L (n), n = 1, 2, . . ., nie zale»y od postaci dystrybuanty.

Twierdzenie 1.2 Rozkªad zmiennej losowej L (2) jest postaci

P (L (2) = j) =
1

j (j − 1)
, j = 2, 3, . . . .

Wniosek 1.1 Dla n = 2, 3, . . .

E (L (n)) = +∞.

Znalezienie rozkªadów prawdopodobie«stwa czasów rekordowych dla n >
> 3 jest bardziej skomplikowane. A. Rényi (1962) (see also [47, p. 50�65])
udowodniª, »e ci¡g L (n), n = 1, 2, . . ., tworzy ªa«cuch Markowa z prawdo-
podobie«stwami przej±¢

P {L (n) = k|L (n− 1) = l} =
l

k (k − 1)
,

gdy k > l > n − 1, n = 2, 3, . . .. Wªasno±¢ t¦ wykorzystaª do znalezienia
dwuwymiarowych ª¡cznych rozkªadów czasów rekordowych i w konsekwen-
cji do znalezienia rozkªadów brzegowych czasów rekordowych. Praca Chan-
dler (1952) spowodowaªa pojawienie si¦ w latach pi¦¢dziesi¡tych serii prac:
Foster and Stuart (1954), Foster and Teichroew (1955), Stuart (1956, 1957),
w których rekordy wykorzystano w zagadnieniach zwi¡zanych z testowaniem
hipotez statystycznych. Wkrótce jednak nast¡piª spadek zainteresowania teo-
ri¡ rekordów. Wydaje si¦ to zwi¡zane z faktem, »e E (L (2)) = +∞, tzn.
±redni czas czekania na rekord ma niesko«czon¡ warto±¢ oczekiwan¡.

Impulsem, który pobudziª dalszy rozwój teorii rekordów i jej zastosowa«
byªa opublikowana w 1962 roku praca A. Rényi'ego [35], a dokªadniej lemat,
który nazywamy dzisiaj Lematem Rényi'ego. Przedstawimy go w dalszym
ci¡gu pracy.

Praca po±wi¦cona jest naturalnemu rozszerzeniu poj¦cia rekordu. Dziub-
dziela and Kopoci«ski (1976) zde�niowali tzw. k-te warto±ci rekordowe. Po-
j¦cie to znalazªo uznanie w literaturze. Do chwili obecnej istnieje kilkaset
publikacji, w których wykorzystywane jest to poj¦cie. Na poszczególnych eta-
pach rozwoju teorii powstaªy tak»e artykuªy przegl¡dowe, podr¦czniki i mo-
nogra�e po±wi¦cone tej teorii, zobacz np. Glick (1978), Nevzorov (1987),
Nagaraja (1988), Arnold et al. (1998), Nevzorov (2001), Ahsanullah and
Nevzorov (2015), Shahbaz et al. (2016).

2. De�nicje

Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych. Oznaczmy

X1:n = min {X1, X2, . . . , Xn} 6 X2:n 6 · · · 6 Xn−1:n 6

6 Xn:n = max {X1, X2, . . . , Xn}
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statystyki pozycyjne w ci¡gu X1, X2, . . ., Xn, gdzie n > 1.
Rozwa»my ci¡g wektorów losowych

Xn−k+1:n = (Xn−k+1:n, Xn−k+2:n, . . . , Xn:n) , n > k.

Podamy teraz de�nicj¦ k-tej warto±ci (statystyki) rekordowej, gdzie k > 1
jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Dziubdziela and Kopoci«ski (1976) (zob. tak»e
Dziubdziela (1977, 1990)) wprowadzili k-te czasy rekordowe L (1, k) , n > k,
jako kolejne momenty, w których ci¡g {Xn−k+1:n} zmienia warto±ci. Oczywi-
±cie, mamy

L (1, k) = k,

L (n+ 1, k) = min {j > L (n, k) : Xj > Xj−k:j−1} , n > 1,

k-te warto±ci rekordowe (k-te statystyki rekordowe, k-rekordy) s¡ zde�nio-
wane przez

X (n, k) = XL(n,k)−k+1:L(n,k), n > 1.

Co wi¦cej, odpowiednie mi¦dzy-k-rekordowe czasy s¡ okre±lone przez

∆ (1, k) = L (1, k) = k,

∆ (n, k) = L (n, k)− L (n− 1, k) , n > 2.

W przypadku k = 1, otrzymujemy zde�niowane wcze±niej czasy rekordowe
L (n), czasy mi¦dzyrekordowe ∆ (n) i rekordy X (n).

Wydaje si¦, »e w zrozumieniu sensu de�nicji k-tych warto±ci rekordowych
pomo»e nast¦pujacy przykªad zaczerpni¦ty z dziedziny sportu. Rozwa»my,
na przykªad, dziesi¦¢ najlepszych wyników na ±wiecie w skoku w dal m¦»-
czyzn. W danym momencie czasu s¡ to: rekord ±wiata (warto±¢ rekordowa),
drugi wynik (druga warto±¢ rekordowa), . . . , dziesi¡ty wynik (dziesi¡ta war-
to±¢ rekordowa). Je»eli w przyszªo±ci zawodnik osi¡gnie wynik mieszcz¡cy si¦
w pierwszej dziesi¡tce, to ulegaj¡ zmianie odpowiednie warto±ci rekordowe.

Mo»emy spojrze¢ na de�nicj¦ k-tych warto±ci rekordowych w inny sposób.
Rozwa»my niemalej¡cy ci¡g k-tych statystyk pozycyjnych

−∞ < X1:k 6 X2:k+1 6 . . . 6 Xn−k:n−1 6 Xn−k+1:n 6 . . . .

Usuwaj¡c w tym ci¡gu elementy powtarzaj¡ce si¦, otrzymujemy ±ci±le rosn¡cy
ci¡g kolejnych k-tych warto±ci rekordowych

−∞ < X1:k < XL(2,k)−k+1:L(2,k) < XL(3,k)−k+1:L(3,k) < · · · .

W pracy Dziubdziela and Kopoci«ski (1976) rozwa»ano ci¡g X1, X2, . . .
niezale»nych zmiennych losowych z jednakow¡ ci¡gª¡ dystrybuant¡. Z zaªo-
»enia ci¡gªo±ci wynika, »e de�nicja k-tych czasów rekordowych i k-tych rekor-
dowych warto±ci mo»e by¢ zapisana w równowa»nej postaci

L̂ (1, k) = 1,

L̂ (n+ 1, k) = min
{
j > L̂ (n, k) : X

L̂(n,k):L̂(n,k)+k−1 < Xj:j+k−1

}
,
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n > 1, oraz
X̂ (n, k) = X

L̂(n,k):L̂(n,k)+k−1, n > 1.

Dembi«ska and López-Blázquez (2005) zauwa»yli, »e w przypadku dys-
kretnych rozkªadów powy»sze de�nicje k-tych czasów rekordowych i k-tych
rekordowych warto±ci nie s¡ równowa»ne.

Podali oni nast¦puj¡cy przykªad:

Przykªad 2.1 Niech ci¡g X1, X2, . . . ma realizacj¦ 0, 1, 1, 1, 0, 4, 0, 3, . . ..
Wtedy

{L (n, 2) , n > 1} = {2, 3, 6, 8, . . .}
i {

L̂ (n, 2) , n > 1
}

= {1, 2, 7, . . .} .

Oraz {
XL(n,2)−2+1:L(n,2), n > 1

}
= {0, 1, 1, 3, . . .}

i {
X
L̂(n,2):L̂(n,2)+2−1, n > 1

}
= {0, 1, 3, . . .} .

Wynika st¡d, »e zbiory drugich rekordów nie s¡ równe.

Ko«cz¡c paragraf o de�nicjach, przedstawimy de�nicj¦ opieraj¡c¡ si¦ na
poj¦ciu rangi.

Sekwencyjna ranga In to ranga Xn w±ród X1, X2, . . ., Xn, tzn.

Xn = XIn:n, n > 1

albo

In =
n∑
i=1

1{Xi6Xn}, n > 1,

gdzie 1A oznacza indykator zdarzenia losowego A.
Mo»emy ju» teraz zde�niowa¢ k-te czasy rekordowe wzorem

L (1, k) = k,

L (n+ 1, k) = min {j > L (n, k) : n− k + 1 6 Ij 6 n} , n > 1.

Zauwa»my, »e w pracy Pickands (1971) (zob. tak»e [3, 4]) wprowadzono
tzw. ±cisªe (typu pierwszego) czasy k-rekordowe i ±cisªe k-rekordy, przyjmuj¡c
odpowiednio

Ls(1, k) = k, Ls(n+ 1, k) = min {j > Ls(n, k) : Ij = n− k + 1} , n > 1,

i

Xs (n, k) = XLs(n,k)−k+1:Ls(n,k), n > 1.

3. Lemat Rényi'ego i indykatory k-tych rekordów
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Od tego paragrafu b¦dziemy zakªada¢, »e ci¡g X1, X2, . . . jest ci¡giem
niezale»nych zmiennych losowych o jednakowej ciagªej dystrybuancie F .

Rényi (1962) udowodniª wspomniany we wst¦pie

Lemat 3.1 (Rényi'ego) Dla ci¡gu X1, X2, . . . niezale»nych zmiennych lo-

sowych o jednakowej ciagªej dystrybuancie F , rangi I1, I2, . . . s¡ wzajemnie

niezale»ne oraz

P (In = j) =
1

n
, j = 1, 2, . . . , n, n > 1.

Dowód. Z zaªo»enia ci¡gªo±ci dystrybuanty F wynika, »e równo±ci w±ród
realizacji zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn wyst¦puj¡ z prawdopodobie«-
stwem zero. Niech i1, i2, . . . , in b¦dzie permutacj¡ liczb 1, 2, . . . , n. Ka»de
z mo»liwych uporzadkowa« Xi1 < Xi2 < · · · < Xin jest jednakowo prawdopo-
dobne. Zauwa»my, »e istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦-
dzy tymi uporzadkowaniami a realizacjami rang I1, I2, . . . , In. Na przykªad,
uporz¡dkowaniu X3 < X1 < X4 < X2 odpowiada realizacja I1 = 2, I2 = 4,
I3 = 1, I4 = 3. Z powy»szego wynika, »e realizacje rang s¡ jednakowo praw-
dopodobne, przy czym

P (I1 = r1, I2 = r2, . . . , In = rn) =
1

n!

dla ri = 1, 2, . . . , i, i = 1, 2, . . . , n. Zauwa»my nast¦pnie, »e

P (In = j) =
∑

(r1,r2,...,rn−1)

P (I1 = r1, I2 = r2, ..., In−1 = rn−1, In = j)

=
∑

(r1,r2,...,rn−1)

1

n!
=

1 · 2 · · · (n− 1)

n!
=

1

n
,

a st¡d wynika niezale»no±¢ rang

P (I1 = r1, I2 = r2, ..., In = rn) =

n∏
i=1

P (Ii = ri) .

Dzisiaj wiadowo, »e Lemat Rényi'ego byª znany wcze±niej, zobacz Wilks
(1941), Dwass (1960).

Zmienne losowe

ξn (k) = 1{Xn>Xn−k;n−1}, n > k,

gdzie ξ1 (1) = 1, nazywamy indykatorami k-tych warto±ci rekordowych. Oczy-
wi±cie

ξn (k) = 1{n−k+16In6n}.

Wnioskiem z Lematu Rényi'ego jest nast¦puj¡ce twierdzenie, które pierw-
szy sformuªowaª V. B. Nevzorov [30] w roku 1986.
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Twierdzenie 3.2 Je»eli X1, X2, . . . s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi

o jednakowej ci¡gªej dystrybuancie F , to indykatory k-tych warto±ci rekordo-

wych ξk (k) , ξk+1 (k) , . . . s¡ wzajemnie niezale»ne i maj¡ rozkªad prawdopo-

dobie«stwa

P (ξn (k) = 1) = 1− P (ξn (k) = 0) =
k

n
, k > 1, n > k. (1)

Dowód. Mamy

P (ξn (k) = 1) = P (n− k + 1 6 In 6 n) =

k∑
r=1

P (In = r) ,

zatem z Lematu Rényi'ego otrzymujemy niezale»no±¢ indykatorów k-tych war-
to±ci rekordowych i ich rozkªad postaci (1).

Zanim przejdziemy do badania liczby k-tych warto±ci rekordowych, udo-
wodnimy lemat, który wykorzystamy w nast¦pnym paragra�e pracy (zob.
tak»e [32], Lemma 13.2).

Lemat 3.3 Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jed-

nakowej ciagªej dystrybuancie F . Oznaczmy Mn = max {X1, X2, . . . , Xn}.
Wtedy, dla ka»dego n > 1, indykatory ξ1 (1), ξ2 (1) , . . ., ξn (1) oraz Mn s¡

wzajemnie niezale»ne.

Dowód. Wybierzmy dowolne n > 2. Zauwa»my, »e z symetrii (niezale»no±¢
i jednakowy rozkªad) mamy

P (ξn(1) = 1) = P (Xn = Mn) = P (Xr = Mn), r = 1, 2, . . . , n.

Natomiast z zaªo»enia ci¡gªo±ci dystrybuanty

P (Xi = Xj) = 0

dla i 6= j. Wtedy

1 = P (X1 = Mn) + P (X2 = Mn) + · · ·+ P (Xn = Mn) = nP (Xn = Mn)

i

P (ξn(1) = 1) = P (Xn = Mn) =
1

n
.

Poniewa» zmienne losowe ξ1 (1) , ξ2 (1), . . ., ξn (1) przyjmuj¡ jedynie dwie
warto±ci, wi¦c, aby udowodni¢ wzajemn¡ niezale»no±¢ zmiennych losowych
ξ1 (1) , ξ2 (1), . . ., ξn (1) i Mn, wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnego x, r = 2,
3, . . . , s = 1, 2,. . . , r oraz

1 6 α(1) < α(2) < · · · < α(s) 6 r



W. Dziubdziela 299

mamy

P (ξα(1)(1) = 1, . . . , ξα(s)(1) = 1,Mr 6 x) =

= P (ξα(1)(1) = 1) · · · · · P (ξα(s)(1) = 1)P (Mr 6 x). (2)

Dowód (2) nie jest trudny, ale w przypadku dowolnego s jest zªo»ony. Dla
prostoty rozwa»my s = 2. Wtedy

P (ξα(1)(1) = 1, ξα(2)(1) = 1,Mr 6 x) =

= P (max(X1, . . . , Xα(1)−1) < Xα(1) 6 x;

max(Xα(1), . . . , Xα(2)−1) < Xα(2) 6 x; max(Xα(2)+1, . . . , Xr) 6 x) =

= (F (x))r−α(2)
x∫

−∞

x∫
u

(F (u))α(1)−1(F (v))α(2)−α(1)−1dF (v)dF (u) =

=
F r(x)

α(1)α(2)
= P (ξα(1)(1) = 1) · P (ξα(2)(1) = 1) · P (Mr 6 x).

Oznaczmy przez N (n, k) , n > k, liczb¦ k-tych warto±ci rekordowych
w±ród zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn. Zauwa»my, »e

N (n, k) = ξk (k) + ξk+1 (k) + · · ·+ ξn (k) ,

zatem zmienna losowa N (n, k) ma rozkªad dwumianowy ze zmiennymi praw-
dopodobie«stwami sukcesów pn, n = k, k + 1, . . . , n, danymi przez (1).

Ci¡gi niezale»nych zmiennych Bernoulliego ze zmiennymi prawdopodo-
bie«stwami sukcesu w i-tej próbie

Pi ({s}) = pi, i = 1, 2, . . . , (3)

rozwa»aª ju» w 1837 roku S. D. Poisson [34]. Obecnie badanie takich ci¡gów
zmiennych Bernoulliego w dalszym ci¡gu budzi du»e zainteresowanie i wci¡»
otrzymywane s¡ nowe wyniki. My wykorzystamy twierdzenie z pracy Ch. A.
Charalambidesa ( [8], Theorem 3.1, zobacz tak»e [7]).

Zanim go jednak sformuªujemy, musimy wprowadzi¢ tzw. uogólnione liczby
Stirlinga pierwszego rodzaju [the generalized signless Stirling numbers of the
�rst kind] |s (n, k;a)| (zob. np. [8]).

Uogólnione liczby Stirlinga pierwszego rodzaju mo»na zde�niowa¢ przez

n∏
i=1

(t+ ai) =
n∑
k=0

|s (n, k;a)| tk,

gdzie a = (a1, a2, . . . , an). Zauwa»my, »e

|s (n, n− k;a)| =
∑

ai1ai2 . . . aik ,
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gdzie sumowanie przebiega po wszystkich k-elementowych kombinacjach zbioru
indeksów 1, 2, . . . , n, jest symetryczn¡ funkcj¡ n zmiennych (a1, a2, . . . , an).
W szczególnym przypadku, gdy k = 1, 2 i n = k, k + 1, . . ., mamy

|s (n, 1;a)| =

(
n∏
i=1

ai

)(
n∑
i=1

1

ai

)
, |s (n, 2;a)| =

(
n∏
i=1

ai

) n∑
j=2

j−1∑
i=1

1

aiaj

 .

Twierdzenie 3.4 Rozkªad prawdopobobie«stwa liczby sukcesów ζn w n pró-

bach Bernoulliego ze zmiennymi prawdopodobie«stwami sukcesu (3) jest dany
przez

P (ζ = x) =
|s (n, x;a)|
n∏
i=1

(1 + ai)

, x = 0, 1, . . . , n, (4)

gdzie ai = (1− pi) /pi, i = 1, 2, . . . , n, a j-ty moment silniowy

E
[
(ζn)j

]
= E [ζn (ζn − 1) · · · (ζn − j + 1)]

jest dany przez

E
[
(ζn)j

]
=
j! |s (n, j;a + 1)|∏n

i=1 (1 + ai)
, j = 1, 2, . . . , n, (5)

i
E
[
(ζn)j

]
= 0, j = n+ 1, n+ 2, . . . . (6)

W szczególno±ci, warto±¢ oczekiwana i wariancja wynosz¡

E (ζn) =

n∑
i=1

1

1 + ai
=

n∑
i=1

pi, Var (ζn) =
n∑
i=1

ai

(1 + ai)
2 =

n∑
i=1

pi (1− pi) . (7)

Dowód Twierdzenia 3.4 mo»na znale¹¢ w pracy ([8]).
Je»eli rozwa»ymy zde�niowan¡ wcze±niej liczb¦ k-rekordówN (n, k) w ci¡gu

zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn, to mamy

N (n, k) = ζn−k+1,

gdzie

pi =
k

i+ k − 1
, i = 1, 2, . . . , n− k + 1. (8)

Z Twierdzenia 3.4 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek

Wniosek 3.1 Niech N (n, k) b¦dzie liczb¡ k-rekordów w ci¡gu niezale»nych

zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn o ci¡gªej dystrybuancie, to

P (N (n, k) = x) =
kn−k |s (n− k + 1, x;a)|

(k + 1) (k + 2) · · ·n
, x = 0, 1, . . . , n− k + 1, (9)
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gdzie ai = i−1
k , i = 1, 2, . . . , n− k + 1, natomiast j-ty moment silniowy jest

równy

E
[
(N (n, k))j

]
=
j!kn−k |s (n− k + 1, j;a + 1)|

(k + 1) (k + 2) · · ·n
, (10)

j = 1, 2, . . . , n− k + 1, oraz

E
[
(N (n, k))j

]
= 0, j = n− k, n− k + 1, . . . . (11)

Dowód. Korzystaj¡c ze wzorów (8), otrzymujemy

ai =
1− pi
pi

=
1− k

i+ k − 1
k

i+ k − 1

=
i− 1

k

oraz

n−k+1∏
i=1

(1 + ai) =
n−k+1∏
i=1

k + i− 1

k
= k−(n−k+1)k (k + 1) · · ·n.

Zatem z (4) otrzymujemy (9) i z (5), (6) otrzymujemy (10), (11).
Warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ liczby k-tych rekordów N (n, k) otrzymuje

si¦ z (7):

E (N (n, k)) =
n−k+1∑
i=1

pi =
n−k+1∑
i=1

k

i+ k − 1
= k

n∑
m=k

1

m

i

Var (N (n, k)) =
n−k+1∑
i=1

pi −
n−k+1∑
i=1

p2i = k
n∑

m=k

1

m
− k2

n∑
m=k

1

m2

(porównaj [31], wzór (19.14) i (19.16)).

4. k-te czasy rekordowe

Z Twierdzenia 3.2 wiemy, »e indykatory k-tych warto±ci rekordowych ξk (k),
ξk+1 (k), . . . s¡ wzajemnie niezale»ne. Fakt ten posªu»y nam do obliczenia roz-
kªadów k-tych czasów rekordowych

Pn,k = P {L (1, k) = k, L (2, k) = m (2) , . . . , L (n, k) = m (n)}

(zobacz np. [32], str. 84).
Mamy

Pn,k = P
(
ξk (k) = 1, ξk+1 (k) = 0, . . . , ξm(2)−1 (k) = 0, ξm(2) (k) = 1, . . . ,

ξm(n)−1 (k) = 0, ξm(n) (k) = 1
)
,
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st¡d

Pn,k = P (ξk (k) = 1)P (ξk+1 (k) = 0) · · ·P (ξm(2)−1 (k) = 0)×
× P (ξm(2) (k) = 1) . . . P (ξm(n)−1 (k) = 0)P (ξm(n) (k) = 1)

i ostatecznie, ponownie korzystaj¡c z Twierdzenia 3.2,

Pn,k =
k! (m (n)− k)!

m (n)!
· kn−1

(m (2)− k) (m (3)− k) . . . (m (n)− k)
, (12)

gdzie k < m (2) < · · · < m (n).

Twierdzenie 4.1 Ci¡g L (1, k), L (2, k), . . . jest ªa«cuchem Markowa z praw-

dopodobie«stwami przej±cia

P (L (n+ 1, k) > r | L (n, k) = m) =

=
(m+ 1− k) . . . (r − k − 1) (r − k)

(m+ 1) . . . (r − 1) r
, r > m > n+ k − 1 (13)

i

P (L (n+ 1, k) = r | L (n, k) = m) =

(m+ 1− k) . . . (r − k − 1) r

(m+ 1) . . . (r − 1) r
, r > m > n+ k − 1. (14)

Dowód. Zauwa»my, »e

P (L (n+ 1, k) > r | L (n, k) = m) =

= P (L (n+ 1, k) > r |L (n, k) = m,L (n− 1, k) = mn−1, . . . , L (1, k) = k) =

= P (ξm+1 (k) = 0, . . . , ξr (k) = 0) , r > m > n+ k − 1,

i

P (L (n+ 1, k) = r |L (n, k) = m)=

=P (L (n+ 1, k) = r | L (n, k) = m,L (n− 1, k) = mn−1, . . . , L (1, k) = k) =

= P (ξm+1 (k) = 0, . . . , ξr−1 (k) = 0, ξr (k) = 1) , r > m > n+ k − 1.

Z powy»szych równo±ci i Twierdzenia 3.2 otrzymujemy wzory (13) i (14).

5. Rozkªad warto±ci rekordowej

Wykorzystuj¡c de�nicj¦ czasu rekordowego L(n, 1), warto±¢ rekordow¡
X(n, 1) zapisujemy

X(n, 1) = XL(n,1) = XL(n,1);L(n,1) = ML(n,1), n = 1, 2, . . . .
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Zauwa»my, »e ze wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite, mamy

P (X(n, 1) 6 x) = P
(
ML(n) 6 x

)
=

=

∞∑
m=1

P
(
ML(n) 6 x|L(n) = m

)
· P (L(n) = m) =

=
∞∑
m=1

P (Mm 6 x|L(n) = m) · P (L(n) = m)

Z Lematu 3.3 wynika, »e dla n, m = 1, 2, . . . zdarzenia

{L(n) = m} = {ξ1(1) + · · ·+ ξm−1(1) = n− 1, ξm(1) = 1}

i zmienna losowa Mn s¡ niezale»ne. Wiadomo tak»e, »e

P (Mn 6 x) = Fn (x) .

St¡d

P (X(n, 1) 6 x) =
∞∑
m=1

P (Mm 6 x) · P (L(n) = m) =

=

∞∑
m=1

Fm (x) · P (L(n) = m) = E
(
FL(n) (x)

)
= Qn (F (x)) ,

gdzie

Qn (s) = E
(
sL(n)

)
jest funkcj¡ tworz¡c¡ czasu rekordowego L(n). W monogra�i Nevzorova [31]
(Exercise 14.1) podana jest posta¢ tej funkcji tworz¡cej

Qn (s) = 1− (1− s)
n−1∑
k=0

(− log (1− s))k

k!
=

=

− log(1−s)∫
0

vn−1 exp (−v)

(n− 1)!
dv.

Zatem rozkªad warto±ci rekordowej jest postaci

P (X(n, 1) 6 x) = 1− (1− F (x))

n−1∑
k=0

(− log (1− F (x)))k

k!
=

=

− log(1−F (x))∫
0

vn−1 exp (−v)

(n− 1)!
dv, n = 1, 2, . . . .
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W przypadku standardowego rozkªadu wykªadniczego

F (x) = 1− exp (−x) , x > 0,

mamy

P (X(n, 1) 6 x) =

x∫
0

vn−1 exp (−v)

(n− 1)!
dv.

Zatem w tym przypadku warto±¢ rekordowa ma X (n, 1) na rozkªad gamma
z parametrem n.

6. Procesy punktowe

W najbli»szych dwóch paragrafach przedstawimy aparat matematyczny,
który b¦dziemy wykorzystywa¢ w dalszej cz¦±ci pracy. W pierwszym omówimy
procesy punktowe, a w nast¦pnym procesy Markowa.

Procesy punktowe omówimy w oparciu o podr¦cznik Serfozo [40] (zob.
tak»e [26], [27], [36], [37]).

�Proces punktowy� to proces licz¡cy punkty w losowym podzbiorze pewnej
przestrzeni. Zwykle t¡ przestrzeni¡ jest prosta rzeczywista R, pªaszczyzna R2,
wielowymiarowa przestrze« euklidesowa Rd, czy bardziej ogólnie zupeªna,
o±rodkowa przestrze« metryczna (przestrze« polska) S. Oznaczmy przez S
rodzin¦ zbiorów borelowskich z S, oznaczny tak»e rodzin¦ ograniczonych zbio-
rów borelowskich przez Ŝ.

W naszych zastosowaniach teorii procesów punktowych zazwyczaj b¦-
dziemi przyjmowa¢, »e S ⊂ R.

Losowy zbiór punktów w S jest przeliczalnym zbiorem elementów loso-
wych {τn} o warto±ciach z S takim, »e w dowolnym ograniczonym podzbiorze
mo»e znajdowa¢ si¦ tylko sko«czona liczba punktów. Wtedy

N (B) =
∑
n

δτn (B) , B ∈ S,

oznacza liczb¦ punktów w B, gdzie δx (B) = 1(x∈B) jest miar¡ Diraca z jed-
nostkow¡ mas¡ w x. T¡ licz¡c¡ miar¦ N nazywamy procesem punktowym
na S z lokalizacjami punktów {τn}.

Oznaczmy przez M zbiór wszystkich licz¡cych punkty miar ν na (S,S),
które s¡ localnie sko«czone, tzn. ν (B) < ∞ dla ograniczonych zbiorów B.
Miary z M s¡ postaci

ν (B) =
∑
n

δxn (B) , B ∈ S,

gdzie {x1, . . . , xk}, 0 6 k 6 ∞, jest zwi¡zanym z ni¡ zbiorem punktów. Ze
zbioremM wi¡»emy generowan¡ przez zbiory {ν ∈M : ν (B) = n}, dla B ∈ S
i n > 0, σ-algebr¦M.

Mo»emy ju» teraz poda¢ formaln¡ de�nicj¦ procesu punktowego.
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Definicja 6.1 Proces punktowy na przestrzeni S jest mierzalnym prze-
ksztaªceniem N z przestrzni probabilistycznej (Ω,F , P ) w przestrze« (M,M).
Zmienna losowa N (B) jest liczb¡ punktów w zbiorze B ∈ S.

Oczywi±cie

N (B) =
∑
n

δτn (B) , B ∈ S,

gdzie τn oznaczaj¡ lokalizacje punktów przeksztaªcenia N .
W przypadku, gdy S = Rd, to N jest lokalnie sko«czony, tzn. N (B) <∞

dla wszystkich ograniczonych zbiorów B.
Rozkªad prawdopodobie«stwa procesu punktowego N , tzn. P (N ∈ ·), jest

okre±lony przez jego sko«czenie wymiarowe rozkªady

P (N (B1) = n1, · · · , N (Bk) = nk) , B1, . . . , Bk ∈ Ŝ, (15)

gdzie nj ∈ {0, 1, 2, . . .}, j = 1, 2, . . . , k i k = 1, 2, . . . .
Dwa procesy punktowe N i N

′
na S s¡ równe wedªug rozkªadu, co piszemy

N
d
= N

′
, je»eli ich sko«czenie wymiarowe rozkªady s¡ równe

(N (B1) , · · · , N (Bk))
d
=
(
N
′
(B1) , · · · , N

′
(Bk)

)
, B1, . . . , Bk ∈ Ŝ.

W przypadku, gdy S = Rd, wystarczy zde�niowa¢ prawdopodobie«stwa (15)
dla prostok¡tów (a, b] =

{
x ∈ Rd : ai < xi 6 bi, 1 6 i 6 d

}
.

Miar¡ intensywno±ci albo miar¡ ±redni¡ procesu punktowego N jest

µ (B) = E [N (B)] , B ∈ S.

Miara µ (B) mo»e by¢ niesko«czona, nawet je±li B jest ograniczonym zbiorem.
Je»eli S = Rd, to czasami u»ywamy zapisu postaci

µ (B) =

∫
B

λ (x) dx,

gdzie λ (x) jest intensywno±ci¡ procesu N w punkcie x, a dx oznacza miar¦
Lebesgue'a. Funkcj¦ λ (x) nazywamy zale»n¡ od lokalizacji funkcj¡ intensyw-
no±ci procesu N .

W naszych rozwa»aniach kluczow¡ rol¦ b¦d¡ odgrywa¢ procesy punktowe
Poissona.

Definicja 6.2 Proces punktowy N na przestrzeni S jest procesem Poissona
z miar¡ intensywno±ci µ, która jest lokalnie sko«czona, je»eli nast¦puj¡ce wa-
runki s¡ speªnione:
• N ma niezale»ne przyrosty: zmienne losowe N (B1), . . . , N (Bk) s¡ nie-

zale»ne dla rozª¡cznych zbiorów B1, . . . , Bk ∈ Ŝ.
• dla ka»dego B ∈ Ŝ, zmienna losowa N (B) ma rozkªad Poissona z war-

to±ci¡ oczekiwan¡ µ (B).
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W nast¦pnych paragrafach istotn¡ rol¦ odegraj¡ nast¦puj¡ce dwa twier-
dzenia.

Twierdzenie 6.1 (Suma niezale»nych procesów Poissona) Niech N1,. . . , Nn

b¦d¡ niezale»nymi procesami Poissona na S z miarami intensywno±ci µ1, . . . ,
µn, odpowiednio. Wtedy ich suma (superpozycja) N =

∑n
i=1Ni jest proce-

sem Poissona z miar¡ intensywno±ci µ =
∑n

i=1 µi . Twierdzenie jest tak»e

prawdziwe dla n =∞, przy zaªo»eniu, ze µ jest lokalnie sko«czona.

Twierdzenie 6.2 (Przeksztaªcenie procesu Poissona) Niech Si, i = 1, 2,
bed¡ przestrzeniami polskimi. Niech Si, i = 1, 2, b¦d¡ zwi¡zanymi z nimi σ-
algebrami. Niech T : (S1,S1)→ (S2,S2) b¦dzie mierzalnym przeksztaªceniem.

Je»eli N jest procesem Poissona na S1 z miar¡ intensywno±ci µ , to

Ň = N ◦ T−1

jest procesem Poissona na S2 z miar¡ intensywno±ci µ̌ = µ ◦T−1. Symbol �◦�
oznacza superpozycj¦ (zªo»enie).

Je»eli proces punktowy N ma reprezentacj¦

N =
∑
n

δτn ,

to Ň ma reprezentacj¦

Ň = N ◦ T−1 =
∑
n

δTτn .

Na zako«czenie paragrafu rozwa»my klasyczny przypadek procesu Poisso-
na na R+. Proces Poissona N na R+ (lub na R) z miar¡ intensywno±ci µ nazy-
wamy niejednorodnym procesem Poissona. Oznaczny przez 0 < τ1 6 τ2 6 . . .
punkty lokalizacji procesu N . Wtedy N (B) =

∑
n δτn (B) ma rozkªad Pois-

sona ze ±redni¡ µ (B).

B¦dziemy wykorzystywa¢ zapis N (t) = N ((0, t]) dla t > 0. Je»eli

µ (B) =

∫
B

λ (t) dt,

to mówimy, »eN jest procesem Poissona z funkcj¡ intensywno±ci λ (t). W przy-
padku, gdy E [N (t)] = λt dla ustalonego λ > 0, to N jest klasycznym proce-
sem Poissona. Nazywamy go tak»e jednorodnym lub stacjonarnym procesem
Poissona z intensywno±ci¡ λ.

Przypomnijmy, proces punktowy N = {N (t) : t > 0} na R+ de�niuje si¦
jako proces licz¡cy N (t) =

∑∞
n=1 1{τn6t}, gdzie 0 = τ0 6 τ1 6 τ2 6 . . .

s¡ losowymi punktami (czasami) takimi, »e τn → ∞ prawie na pewno, gdy
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n → ∞. Proces punktowy N nazywamy prostym, gdy jego punkty s¡ ró»ne,
tzn. 0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . prawie na pewno.

Wa»na jest nast¦puj¡ca charakteryzacja jednorodnego procesu Poissona
na R+. Przypomnijmy, »e zmienna losowa X ma rozkªad wykªadniczy z in-
tensywno±ci¡ λ > 0, je»eli P (X > t) = e−λt dla wszystkich t > 0. Oczywi±cie
EX = λ−1.

Twierdzenie 6.3 Niech N (t) b¦dzie prostym procesem punktowym na R+

z punktami τ1 < τ2 < . . ., przyjmujemy, »e τ0 = 0. Proces N (t) jest jedno-

rodnym procesem Poissona na R+ z intensywno±ci¡ λ, wtedy i tylko wtedy,

gdy ró»nice τn − τn−1, n = 1, 2, . . ., s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o

rozkªadzie wykªadniczym z warto±ci¡ oczekiwan¡ λ−1.

7. Procesy Markowa

Przyjmujemy, »e czytelnik zna aparat procesów Markowa (zob. np. [27],
[28], [13]). Tutaj wprowadzimy oznaczenia i przypomnimy jedynie wybrane
poj¦cia i wyniki.

Rozwa»my zbiory T , S ⊂ R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych.
Proces stochastyczny X = {Xt, t ∈ T}, gdzie Xt ∈ S, nazywamy procesem
Markowa, je»eli dla ka»dego t ∈ T ci¡g Xs, s 6 t i zmienna losowa Xu dla
u > t s¡ warunkowo niezale»ne wzgl¦dem zmiennej losowej Xt. To znaczy dla
ka»dego zbioru borelowskiego B ⊂ S prawie na pewno mamy

P (Xu ∈ B|Xs, s 6 t) = P (Xu ∈ B|Xt)

dla u > t, gdzie P (·|·) jest prawdopodobie«stwem warunkowym.

Zbiór T nazywamy czasem (skal¡ czasu), a zbiór S � zbiorem warto±ci
procesu.

Dla ka»dych s, t ∈ T , przy czym s 6 t, istniej¡ regularne warunkowe
rozkªady (zob. np. [27]) takie, »e prawie na pewno

Ks,t (Xs, B) = P (Xt ∈ B|Xs) = P (Xt ∈ B|Xu, u 6 s) ,

gdzie B ⊂ R s¡ zbiorami borelowskimi.

Rozkªady Ks,t (Xs, B) nazywamy j¡drami markowskimi (przej±¢) na S.

W przypadku, gdy T = R+ albo T = Z+, mówimy, »e mamy proces
Markowa jednorodny w czasie, je»eli j¡dra przej±¢ s¡ postaci Ks,t = Kt−s, to
znaczy

P (Xt ∈ B|Xs) = Kt−s (Xs, B)

prawie na pewno, gdzie B ⊂ S jest zbiorem borelowskim, s, t ∈ T , s 6 t.
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Wtedy, wprowadzajac rozkªad pocz¡tkowy νt0 = P ◦X−10 , rozkªad sko«-
czenie wymiarowy procesu X jest postaci

P (Xt0 ∈ B0, Xt1 ∈ B1, . . . , Xtn ∈ Bn) =

=

∫
B0

dνt0 (x0)

∫
B1

Kt1−t0 (x0, dx1) · · ·
∫
Bn

Ktn−tn−1 (xn−1, dxn) . (16)

Relacje Chapmana�Koªmogorowa to»samo±ciowo posta¢

Ks+u = KsKu s 6 t 6 u.

Rodzin¦ (Kt) nazywamy póªgrup¡ j¡der przej±cia.
Ustalmy pólgrup¦ j¡der (Kt) na przestrzeni S ⊂ T . Wtedy z Twierdzenia

Koªmogorowa o istnieniu (zob. np. [27]) istnieje proces Markowa Xν zwi¡zany
z t¡ póªgrup¡ i rozkªadem pocz¡tkowym ν. Wiadomo wtedy, »e isnieje jed-
noznacznie wyznaczona przez ν miara Pν na przestrzeni trajektorii

(
ST ,ST

)
.

Dla miary skupionej δx w punkcie x ∈ S b¦dziemy pisa¢ Px zamiast Pδx .
Warto±ci oczekiwane (caªkowanie) wzgl¦dem Pν albo Px b¦dziemy oznacza¢
przez Eν albo Ex, odpowiednio.

8. Procesy Markowa rekordów. Rozkªad k-warto±ci rekordowej
Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowej

(absolutnie) ci¡gªej dystrybuancie F z g¦sto±ci¡ f .
Nasze rozwa»ania rozpoczynamy od znalezienia ª¡cznej g¦sto±ci rozkªadu

wektorów statystyk pozycyjnych (zob. np. [9])

(X1:n, X2:n, . . . , Xn:n) , n > 1.

G¦sto±¢ tego wektora dla ustalonego n jest postaci

n!f (x1) · · · f (xn) , x1 < · · · < xn. (17)

Ustalmy k ∈ Z+. Rozwa»my ci¡g wektorów statystyk rekordowych

X (n, k) = (X (n, k) , X (n, k − 1) , . . . , X (n, 1)) , n > 1, (18)

gdzie X (n, k) = XL(n,k)−k+1:L(n,k).
Zauwa»my, ze ci¡g (18) jest jednorodnym procesem Markowa z czasem

T = Z+. Zauwa»my, »e znaj¡c stan procesu X (t, k) w chwili t = n, przyszªa
jego ewolucja w czasie zale»y jedynie od ci¡gu Xn+1, Xn+2, . . ., zatem jest
ona niezale»na od przeszªo±ci opisanej przez X1, . . . , Xn−1.

Rozwa»my najpierw ci¡g rekordów X (n, 1) , n > 1. Niech fn (x) b¦dzie
g¦sto±ci¡ rekordu X (n, 1). Mamy

f1 (x) = f (x) , x ∈ R,
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oraz

fn+1 (x) =

x∫
0

fn (y) fn+1 (x |y ) dy,

gdzie fn+1 (x |y ) jest warunkow¡ g¦sto±ci¡X (n+ 1, 1) przy danymX (n, 1) = y.
Nast¦pnie

fn+1 (x |y ) =
f (x)

1− F (y)
, y < x,

(zob. tak»e [31], wzór (15.8)).

Ostatecznie otrzymujemy

fn+1 (x) =


x∫

0

fn (y)
f (x)

1− F (y)
dy, gdy y < x,

0, w przeciwnym razie.

Rozwa»my teraz ci¡g dwuwymiarowych wektorów

(X (n, 2) , X (n, 1)) , n > 1.

Wtedy z (17)

f1 (x1, x2) =

{
2! f (x1) f (x2) , gdy x1 < x2,
0, w przeciwnym razie.

Obliczymy fn+1 (x1, x2). Niech X (n, 2) = y. Rozwa»ymy dwa przypadki:

1) kolejna w wyj±ciowym ci¡gu zmienna losowa X, która powoduje zmian¦
drugiej wartosci rekordowej jest drug¡ maksymaln¡ statystyk¡ pozycyjn¡, tzn.
drug¡ co do wielko±ci warto±ci¡ w zaobserwowanym ciagu; X· = X·−1,·,

2) kolejna w wyj±ciowym ci¡gu zmienna losowa X, która powoduje zmian¦
drugiej warto±ci rekordowej jest warto±ci¡ maksymaln¡.

Mamy wtedy, rozumuj¡c jak poprzednio,

fn+1 (x1, x2) =


2∑
i=1

x1∫
−∞

fn (y, xi)
f (xi)

1− F (y)
dy, gdy x1 < x2,

0, w przeciwnym razie.

Ostatecznie obliczamy fn+1 (x1, x2, . . . , xk). Niech X (n, k) = y. Rozwa-
»ymy teraz k przypadków: kolejna w wyj±ciowym ci¡gu zmienna losowa X,
która powoduje zmian¦ k-wartosci rekordowej jest: 1) k maksymaln¡ staty-
styk¡ pozycyjn¡, 2) k−1 maksymaln¡ statystyk¡ pozycyjn¡, . . ., k) pierw-
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sz¡ maksymaln¡ statystyka pozycyjn¡, czyli maksimum. Wtedy, dla n > 1,

fn+1 (x1, x2, . . . , xk) =

=


k∑
i=1

x1∫
−∞

fn (y, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . xk)
f (xi)

1− F (y)
dy,

gdy x1 < x2 < · · · < xk,
0, w przeciwnym razie,

gdzie

fn (y, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . xk)
f (xi)

1− F (y)

dla k = 1, wynosi

fn (y, x2, . . . xk)
f (x1)

1− F (y)
.

Wykorzystuj¡c powy»sze równania rekurencyjne, w nast¦pnym twierdze-
niu podamy g¦sto±¢ k-tej warto±ci rekordowej.

Twierdzenie 8.1 G¦sto±¢ f
(k)
n k-tej warto±ci rekordowej jest postaci

fkn (y) =
k

(n− 1)!
[−k log (1− F (y))]n−1 (1− F (y))k−1 f (y) , n > 1.

Dowód. Zauwa»my, »e g¦sto±ci fn (x1, x2, . . . , xk) , n > 1 speªniaj¡ rów-
nania

fn (x1, x2, . . . , xk) =

=

{
k! gn (x1) f (x1) f (x2) · · · f (xk) , gdy x1 < x2 < · · · < xk,
0, w przeciwnym razie,

(19)

gdzie

g1 (z) = 1,

gn+1 (z) = k

z∫
−∞

gn (y)
f (y)

1− F (y)
dy, n > 1.

St¡d

gn (z) =
1

(n− 1) !
[−k log (1− F (z))]n−1 , n > 1.

Zatem mamy ju» posta¢ ª¡cznych g¦sto±ci fn (x1, x2, . . . , xk) , n > 1, wek-
torów

(X (n, k) , X (n, k − 1)), . . . X (n, 1)) , n > 1.

Mo»emy zatem znale¹¢ g¦sto±ci f
(k)
n (y), k > 1, n > 1, k-tych warto±ci rekor-

dowych {X (n, k) , k > 1, n > 1}.
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Z (19) mamy

f (k)n (y) =

∞∫
y

∞∫
x2

· · ·
∞∫

xk−1

k !

(n− 1)!
[−k log (1− F (y))]n−1×

· f (y) f (x2) · · · f (xk) dxk . . . dx2 =

=
k

(n− 1)!
[−k log (1− F (y))]n−1 (1− F (y))k−1 f (y) ,

to ko«czy dowód Twierdzenia 8.1.
Korzystaj¡c z Twierdzenia 8.1, ªatwo jest znale¹¢ dystybuant¦ k-tej war-

to±ci rekordowej F
(k)
n (x) = P (X (n, k) 6 x).

Wniosek 8.1 Dla k > 1, n > 1 mamy

F (k)
n (x) =

−k log(1−F (x))∫
0

yn−1

(n− 1)!
ey dy.

W przypadku warto±ci rekordowej X (n, 1), tzn. dla k = 1, mamy

f (1)n (y) =
1

(n− 1)!
[−k log (1− F (y))]n−1 f (y) , n > 1.

oraz

F (1)
n (x) =

− log(1−F (x))∫
0

yn−1

(n− 1)!
ey dy, n > 1.

Rozwa»my dwa ci¡gi niezale»nych o jednakowym rozkªadzie zmiennych
losowych: X1, X2, . . . z ci¡gª¡ dystrybuant¡ F i

Y1 = min {X1, . . . , Xk} , Y2 = min {Xk+1, . . . , X2k} , . . . .

z dystrybuant¡
G (x) = 1− (1− F (x))k .

Niech Y (n, 1) oznaczaj¡ warto±ci rekordowe w ci¡gu Y1, Y2, . . . .

Twierdzenie 8.2 Dla ustalonego k > 1, mamy

X (n, k)
d
= Y (n, 1) , n > 1.

Dowód. Zauwa»my, »e

P (X (n, k) 6 x) =

−k log(1−F (x))∫
0

yn−1

(n− 1)!
ey dy
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oraz

P (Y (n, 1) 6 x) =

−k log(1−F (x))∫
0

yn−1

(n− 1)!
ey dy.

To ko«czy dowód twierdzenia 8.2.

9. Proces warto±ci rekordowych

Niech E1, E2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych z jed-
nakow¡ standardow¡ dystrybuant¡ wykªadnicz¡

F (x) =

{
1− exp (−x) x > 0,
0, x 6 0.

Pokazali±my poprzednio, »e dystrybuanta F
(1)
n,E (x) warto±ci rekordowej

E (n, 1) , n > 1, w ci¡gu E1, E2, . . . jest postaci

F
(1)
n,E (x) =

x∫
0

yn−1

(n− 1)!
ey dy, n > 1.

Zatem w tym przypadku warto±¢ rekordowa maE (n, 1) na rozkªad gamma
z parametrem n, czyli

E (n, 1)
d
= E1 + E2 + · · ·+ En, n > 1.

Rozwa»my teraz proces warto±ci rekordowych

E (1, 1) , E (2, 1) , . . . , E (n, 1) , . . . . (20)

Z rozwa»a« z Rozdziaªu 8 wynika, »e ci¡g (20) jest jednorodnym procesem
Markowa z czasem T = Z+ dla którego

P (E (n+ 1, 1) > x |E (n, 1) = y ) = e−(x−y)

dla n > 1 i x > y.
Rzeczywi±cie, wiemy, »e

fn+1,E (x |y ) =
e−x

e−y
= e−(x−y), y < x,

fn+1,E (x |y ) jest warunkow¡ g¦sto±ci¡ E (n+ 1, 1) przy danym E (n, 1) = y
oraz fn,E (x) jest g¦sto±ci¡ rekordu E (n, 1).

Zatem

P (E (n+ 1, 1) > x | E (n, 1) = y ) =

=

∞∫
x

fn+1,E (u |y ) du =

∞∫
x

e−(u−y) du = e−(x−y), y < x.

Nast¦pne twierdzenie odgrywa kluczow¡ rol¦ w teorii procesów warto±ci
rekordowych.
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Twierdzenie 9.1 Zmienne losowe E (n, 1) , n > 1, s¡ punktami jednorod-

nego procesu punktowego Poissona na (0,∞). Oznacza to, »e

{E (n, 1) , n > 1} d
= {Γn, n > 1} (21)

w R∞, gdzie Γn = E1 +E2 + · · ·+En i {Ej , j > 1} jest ci¡giem niezale»nych

zmiennych losowych z jednakow¡ standardow¡ dystrybuant¡ wykªadnicz¡.

Dowód. Zauwa»my, »e

P (E (n+ 1, 1) > x | E (n, 1) = y ) = e−(x−y) = P (Γn+1 > x |Γn = y )

dla y < x.

Pami¦tamy tak»e, »e X (1, 1) = X1
d
= Γ1.

Wiadomo, »e dwa ci¡gi Markowa ze stacjonarnymi prawdopodobie«stwami
przej±¢ s¡ równe wedªug rozkªadu, je»eli ich wyj±ciowe rozkªady i prawdopo-
dobie«stwa przej±¢ sa sobie równe, odpowiednio. Zatem

{E (n, 1) , n > 1} d
= {Γn, n > 1} .

Otrzymali±my wi¦c tez¦ (21) Twierdzenia 9.1.

10. Twierdzenie Ignatova�Deheuvelsa Przypomnijmy, sekwencyjna
ranga In to ranga Xn w±ród X1, X2, . . . , Xn, tzn.

Xn = XIn:n, n > 1

albo

In =
n∑
i=1

1{Xi6Xn}, n > 1,

gdzie 1A oznacza indykator zdarzenia losowego A.
Czasy rekordowe mo»na zde�niowa¢ wzorem

L (1, 1) = 1,

L (n+ 1, 1) = min {j > L (n, 1) : Ij = n} , n > 1.

Wprowadzili±my poprzednio tzw. ±cisªe czasy k-rekordowe przyjmuj¡c odpo-
wiednio, dla k = 1, 2, . . .,

Ls(1, k) = k

Ls(n+ 1, k) = min {j > Ls(n, k) : Ij = n− k + 1} , n > 1.

i ±cisªe k-rekordy,

Xs (n, k) = XLs(n,k)−k+1:Ls(n,k), n > 1.
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Wtedy
X (n, 1) = Xs (n, 1) , n > 1.

Niech k > 1 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. De�niujemy procesy licz¡ce
punkty zwi¡zane z procesani k-tych rekordów.

Niech
{X (1, k) , X (2, k) , . . . , X (n, k) , . . .}

b¦dzie procesem punktowym k-tych rekordów, a

Nk (x) =

∞∑
n=1

1{X(n,k)6x}

zwi¡zamym z nim procesem licz¡cym punkty. Podobnie, niech

{Xs (1, k) , Xs (2, k) , . . . , Xs (n, k) , . . .}

b¦dzie procesem punktowym ±cisªych k-tych rekordów, a

Nk
s (x) =

∞∑
n=1

1{Xs(n,k)6x}

zwi¡zamym z nim procesem licz¡cym punkty.
Mo»emy ju» sformuªowa¢ Twierdzenie Ignatova�Deheuvelsa.

Twierdzenie 10.1 Procesy ±cisªych k-rekordów Nk
s , k = 1, 2, . . . s¡ nieza-

le»ne i maj¡ taki sam rozkªad jak proces rekordów N1.

Istniej¡ kontrowersje, do kogo nale»y wynik przedstawiony w Twierdzeniu
10.1 (zob. [11]). Twierdzenie 10.1, w przypadku ci¡gªej wyj±ciowej dystrybu-
anty F , zostaªo udowodnione przez P. Deheuvelsa w pracy [10] przesªanej do
druku 10 stycznia 1982 roku. Niezale»nie, Z. Ignatov [24], [25] troch¦ wcze±niej
przedstawiª bez dowodu omawiane twierdzenie.

W nast¦pnych latach pojawiªy si¦ prace podaj¡ce dowody Twierdzenia
Ignatova�Deheuvelsa nie tylko dla ci¡gªych dystrybuant, ale i dla dowolnych
dystrybuant.

Wyliczmy niektóre z nich w kolejno±ci czasu publikacji: C. M. Goldie and
L. C. G. Rogers (1984) [23], A. J. Stam (1985) [43], S. I. Resnick (1987) [36],
Rozdziaª 4.6, R. Engelen, P. Tommassen and W. Vervaat (1988) [18], L. C.
G. Rogers (1989) [38], S. M. Samuels (1992) [39], Y-C Yao (1997) [49].

W tym opracowaniu nie podajemy dowodu Twierdzenia 10.1 (Ignatova�
Deheuvelsa). Wymagaªoby to osobnego opracowania. Zwró¢my jedynie uwag¦,
»e pojawiaj¡ si¦ interesuj¡ce zastosowania tego twierdzenia. Zobaczmy, na
przykªad: G. Simons, Y-C. Yao L. Yang (2002) [42], A. Gnedin (2008) [22],
B. Buchmann, R. Maller and S. I. Resnick (2018) [5].

W nast¦pnym paragra�e potrzebna b¦dzie nam wersja Twierdzenia Ignato-
va�Deheuvelsa dla standardowego rozkªadu wykªadniczego.
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Niech E1, E2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych z jed-
nakow¡ standardow¡ dystrybuant¡ wykªadnicz¡. Niech

{Es (1, k) , Es (2, k) , . . . , Es (n, k) , . . .}

b¦dzie procesem punktowym ±cisªych k-tych rekordów w ci¡gu E1, E2, . . ., a

Nk
s,E (x) =

∞∑
n=1

1{Es(n,k)6x}

zwi¡zamym z nim procesem licz¡cym punkty. Podobnie dla procesu punkto-
wego k-tych rekordów

{E (1, k) , E (2, k) , . . . , E (n, k) , . . .}

przez

Nk
E (x) =

∞∑
n=1

1{E(n,k)6x}

oznaczamy zwi¡zany z nim proces licz¡cy punkty.

Z Twierdzenia 9.1 wynika, »e zmienne losowe {E (n, 1) , n > 1} s¡ punk-
tami jednorodnego standardowego procesu punktowego Poissona na (0,∞),
tzn. z intensywno±ci¡ λ = 1. Zatem wnioskiem z Twierdzenia 10.1 jest nast¦-
puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10.2 Procesy ±cisªych k-rekordów Nk
s,E, k = 1, 2, . . ., s¡ nie-

zale»nymi jednorodymi standardowymi procesami punktowymi Poissona na

(0,∞).

11. Proces k-tych warto±ci rekordowych

Do konstrukcji procesu k-tych warto±ci rekordowych wykorzystamy rozu-
mowanie P. Deheuvelsa z pracy [11].

Rozwa»my, dla k = 1, 2, . . ., ci¡g k-tych czasów rekordowych

{L (1, k) , L (2, k) , . . .}

oraz ci¡g ±cisªych k-tych czasów rekordowych

{Ls (1, k) , Ls (2, k) , . . .} .

Zauwa»my, »e

{L (j, k) , j > 1} =
k⋃

m=1

{Ls (j,m) , j > 1} . (22)
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Z równania (22) wynika, »e proces punktowy k-tych rekordów

Nk
E (x) =

∞∑
n=1

1{E(n,k)6x}

jest superpozycj¡ procesów punktowych ±cisªych m-tych rekordów

Nm
s,E (x) =

∞∑
n=1

1{Es(n,m)6x},

gdzie m = 1, 2, . . . , k.

Mo»emy ju» teraz udowodni¢ twierdzenie o procesie k-tych rekordów dla
próby z rozkªadu wykªadniczego.

Twierdzenie 11.1 Procesy k-rekordów Nk
E, k = 1, 2, . . ., s¡ jednorodymi

procesami punktowymi Poissona na (0,∞) z intensywno±ciami λ (x) = k,
x ∈ (0,∞), odpowiednio.

Dowód. Korzystaj¡c z Twierdze« 10.2 i 6.1 mamy, »e Nk
s,E jest procesem

Poissona z intensywno±ci¡

λ (x) =
k∑

m=1

1 = k, x ∈ (0,∞).

To ko«czy dowód Twierdzenia 11.1.

W celu znalezienia postaci procesu punktowego k-tych rekordów wpro-
wadzamy poj¦cie odwrotno±ci monotonicznej funkcji i przypomnimy kilka jej
wªasno±ci (zob. np. [36], Rozdziaª 0.2. i Rozdziaª 4.1.).

Zaªó»my, »e H jest niemalej¡c¡ funkcj¡ na R. Przyjmujemy konwencj¦,
»e in�mum zbioru pustego jest równe +∞. De�niujemy (lewostronnie ci¡gª¡)
odwrotno±¢ H jako

H← (y) = inf {s : H (s) > y} .

Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o dystrybuancie F . Okre±lmy przeksztaª-
cenie

R (x) = − log (1− F (x)) , x ∈ R.

Niech E b¦dzie zmienn¡ losow¡ o standartowym rozkªadzie wykªadniczym.
Przypomnijmy, »e wtedy P (E > x) = e−x, x > 0. Zmienne losowe R← (E)
i X maj¡ ten sam rozkªad prawdopodobie«stwa, co zapisujemy

R← (E)
d
= X.
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Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych z jed-
nakow¡ dystrybuant¡ F oraz E1, E2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmien-
nych losowych z jednakow¡ standardow¡ dystrybuant¡ wykªadnicz¡. Oznaczmy
Mn = max (X1, X2, . . . , Xn), Mn,E = max (E1, E2, . . . , En). Wtedy

{max (R← (E1) , R
← (E2) , . . . , R

← (En)) , n > 1} d
= {Mn, n > 1} .

Poniewa» R← jest funkcj¡ niemalej¡c¡, wi¦c

{max (R← (E1) , R
← (E2) , . . . , R

← (En)) , n > 1} d
= {R← (Mn,E) , n > 1} .

W rozwa»anym w tej pracy przypadku, gdy F jest dystrybuant¡ ci¡gª¡,
funkcja R jest ci¡gªa i st¡d R← jest ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡. Wtedy, dla k = 1,
2, . . ., mamy

{R← (E (n, k)) , n > 1} d
= {X (n, k) , n > 1} . (23)

Pami¦tamy, »e {E (n, k) , n > 1} jest jednorodym procesem Poissona na
(0,∞) z intensywno±ci¡ λ (x) = k, x ∈ (0,∞) (zobacz Twierdzenie 11.1).
Nast¦pny wynik o wªasno±ciach procesu k-tych rekordów sformuªujemy jako
twierdzenie.

Twierdzenie 11.2 Niech F b¦dzie ci¡gª¡ dystrybuant¡. Okre±lmy

R (x) = − log (1− F (x))

i poªó»my xl = inf {y : F (y) > 0}, x0 = sup {y : F (y) < 1}. Poniewa»

R : (xl, x0)→ (0,∞) ,

wi¦c R← : (0,∞)→ (xl, x0) .

Wtedy procesy k-rekordów Nk, k = 1, 2, . . ., s¡ procesami punktowymi

Poissona na (xl, x0) ze ±redni¡ miar¡

E
[
Nk ((a, b])

]
= kR (b)− kR (a) (24)

dla xl < a < b < x0.

Dowód. Wykorzystamy Twierdzenie 6.2 o przeksztaªceniu procesu Pois-
sona. Rozwa»my proces Poissona

Nk
E =

∞∑
n=1

δE(n,k)

na (0,∞) z intensywno±ci¡ λ (x) = k, x ∈ (0,∞) i przeksztaªcenie R←. Wtedy

Ňk
E = Nk

E ◦ (R←)−1 =

∞∑
n=1

δR−1(E(n,k)).
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jest procesem Poissona na (xl, x0) ze ±redni¡ miar¡

µ̌ = (km) ◦ (R←)−1 na (xl, x0) , (25)

gdzie m jest miar¡ Lebesguega.
Ze wzoru (23) mamy

Nk =

∞∑
n=1

δX(n,k) =

∞∑
n=1

δR−1(E(n,k))

oraz z (25) otrzymujemy (24).
To ko«czy dowód Twierdzenia 11.2.

12. Uogólnienie reprezentacji Tata na przypadek k-tych warto±ci

rekordowych

Zauwa»my, »e dla n = 1, 2, . . . i k = 1, 2, . . . mamy

(X (1, k) , . . . , X (n, k))
d
= (R← (E (1, k)) , . . . , R← (E (n, k))) ,

gdzie R← (x) = F−1 (1− e−x). Przypominamy, po raz kolejny, »e w tej cz¦±ci
pracy zakªadamy ci¡gªo±¢ dystrybuanty F .

Rozwa»ymy najpierw przypadek k = 1. Z Twierdzenia 9.1 wynika, »e

{E (n, 1) , n > 1} d
= {Γn, n > 1}

w R∞ , gdzie
Γn = E1 + E2 + · · ·+ En

i {Ej , j > 1} jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych z jednakow¡ stan-
dardow¡ dystrybuant¡ wykªadnicz¡.

Zatem

(X (1, 1) , . . . , X (n, 1)) =d (R← (Γ1) , . . . , R
← (Γn)) , (26)

Równanie (26) nazywamy reprezentacj¡ Tata (zob. [46])
Dla ustalonego k = 1, 2, . . ., zmienne losowe

{X (1, k) , X (2, k) , . . . , X (n, k) , . . .}

s¡ punktami procesu punktowego k-tych rekordów Nk. Proces k-rekordów Nk

jest procesem punktowym Poissona na (xl, x0) ze ±redni¡ miar¡

E
[
Nk ((a, b])

]
= kR (b)− kR (a) ,

gdzie R (x) = − log (1− F (x)), x ∈ R. K-te rekordy tworz¡ proces Markowa
z czasem T = Z+ dla którego (zobacz np. [1])

P (X (n+ 1, k) > x |X (n, k) = y ) =

(
1− F (x)

1− F (y)

)k
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dla n > 1 i x > y. W przypadku standardowego rozkªadu wykªadnicego mamy

P (E (n+ 1, k) > x |E (n, k) = y ) = e−k(x−y)

dla n > 1 i x > y. Zatem

{E (1, k) , E (2, k) , . . . , E (n, k) , . . .}

jest jednorodnym procesem Poissona z intensywno±ci¡ λ.

Ostatecznie

(X (1, k) , . . . , X (n, k))
d
=

(
1

k
(R← (Γ1) , . . . , R

← (Γn))

)
, (27)

Równanie (27) nazywamy uogólnion¡ reprezentacj¡ Tata (zob. np. [31],
a tak»e [17]).

13. Zako«czenie

W poprzednich paragrafach przedstawili±my jedynie cz¦±¢ wyników do-
tycz¡cych teorii k-tych warto±ci rekordowych. Pomin¦li±my prawie zupeªnie
wyniki o k-tych warto±ciach rekordowych w próbach z dyskretnym rozkªa-
dem. Nie wspomnieli±my nic o dobrze rozwini¦tej asymptotyczej teorii k-tych
warto±ci rekordowych. Rozwija si¦ tak»e teoria tzw. k-tych procesów ekstre-
malnych i procesów punktowych zwi¡zanych z nimi, któr¡ mo»na wykorzysta¢
do badania k-tych rekordów.

Zwró¢my uwag¦, »e pojawiaj¡ si¦ w znacznej ilo±ci artykuªy dotycz¡cych
wnioskowa« startystycznych w oparciu o obserwowane k-te warto±ci rekor-
dowe. Powstaj¡ tak»e interesuj¡ce zastosowania w teorii niezawodno±ci, w ba-
daniach dotycz¡cych ocieplenia klimatu, czy te» w teorii systemów dynamicz-
nych.

Nawet pobie»ne przedstawienia którego± z powy»szych zagadnie« znacznie
przekracza ramy prezentowanego artykuªu.

14. Podzi¦kowanie

Dzi¦kuj¦ Profesorowi Wªadysªawowi Szczotce z Instytutu Matematycz-
nego Uniwersytetu Wrocªawskiego za zach¦t¦ do napisania pracy i uwagi,
które pozwoliªy j¡ ulepszy¢.
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K-th Record Values and Their Basic Properties

Wiesªaw Dziubdziela

Abstract In this paper, the k-th record value model is presented. The k-th record
values has emerged as an important model of ordered random variables. They ap-
pears naturally in real life where one interested in successive K-th maximum ob-
servations. The k-th record values are formally de�ned by Dziubdziela i Kopoci«ski
(1976). The paper contains distributional theory for this model.
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Sªowa kluczowe: k-th record values, k-th record times , number of k-th record values,
point process of k-th record values, representations of k-th record values.
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