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ÉTUDE D’UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL NON LINÉAIRE
RÉGISSANT UN PHÉNOMÈNE GYROSCOPIQUE FORCÉ

PAR

MOURAD BENABAS (ROUEN)

I. Introduction. Dans cet article, on se propose d’illustrer la théorie
de la dualité formulée par F. Clarke et I. Ekeland (voir [3]) et la théorie de
l’index de Morse pour l’étude du système différentiel du second ordre

(e)

{
ẍ(t) + 2Kẋ(t) + V ′(t, x(t)) = f(t),
x(0) = x(T ), ẋ(0) = ẋ(T ),

où K est un opérateur antisymétrique sur R2n, f : R → R2n une fonction
de Lr

0(R/TZ; R2n), 1 < r < ∞ et V : R×R2n → R un potentiel qui dépend
T -périodiquement du temps et est strictement convexe, de classe C1 par
rapport à x et tel que

(0) V (t, x) > V (t, 0) = 0, ∀t ∈ R, ∀x ∈ R2n \ {0}.

La méthode de dualité de Clarke–Ekeland consiste à résoudre des sys-
tèmes différentiels par la recherche de points critiques de fonctionnelles dites
d’action duales dans des espaces bien définis. La théorie de l’index de Morse
nous permet d’obtenir des solutions (voir [6]) et des propriétés qualitatives
des solutions par les relations de Morse (voir [4]). La première application de
ces deux théories a été pour les systèmes hamiltoniens généraux du premier
ordre

ẋ(t) = JH ′(t, x(t)), x(0) = x(T )

(voir [3]). Dans le cas où H est sous-quadratique, Ekeland et Clarke ont
montré que le système hamiltonien admet au moins une solution de période
minimale T . Dans le cas H sur-quadratique, Rabinowitz (1978) et Eke-
land (1980) ont montré l’existence d’une solution non triviale. Par la suite
Ekeland et Hofer ont montré l’existence de solutions à période minimale T
(1984) (voir [8]) et l’existence de sous-harmoniques géométriquement dis-
tinctes (1986) (voir [9]). Ambrosetti et Coti Zelati se sont intéressés par la
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suite au système du second ordre avec potentiel

ẍ(t) + V ′(x(t)) = 0, x(0) = x(T ), ẋ(0) = ẋ(T ),

et ont montré l’existence d’au moins une solution T -périodique non triviale
à période minimale T (voir [1]). Enfin, Assem a montré dans [2] que le
système autonome

ẍ(t) + 2αJẋ(t) + V ′(x(t)) = 0, x(0) = x(T ), ẋ(0) = ẋ(T ),

admet dans le cas sur-quadratique au moins une solution qui est pour α très
petit à période minimale T et dans le cas sous-quadratique au moins une
solution non triviale.

Notre système différentiel (e) est dit de type gyroscopique non autonome.
On étudie le cas où K = αJ, α ∈ R et

J =
(

0n In
−In 0n

)
une matrice de R2n dans R2n avec 0n et In matrices nulle et identité de Rn

dans Rn. Dans ce cas la solution de (e) décrit le mouvement d’un pendule de
Foucault par rapport à la rotation de la terre. Parmi les chercheurs qui ont
travaillé sur ce genre de système je citerai Mme Truc qui a étudié un système
gyroscopique avec la dualité Ekeland–Lasry et MM Girardi et Matzeu avec
l’opérateur différentiel LT = J d

dt + Q, Q une matrice différentiable. Quant
à nous, nous considérons deux cas, le premier suppose V sur-quadratique et
le second V sous-quadratique.

II. Formulation variationnelle. On définit l’espace

W 2,r
= (R/TZ, R2n) =

{
x ∈ W 2,r(R/TZ, R2n) :

T∫
0

x(t) dt = 0
}

et notons r∗ le conjugué de r, i.e. 1/r + 1/r∗ = 1.

Proposition II.1. L’opérateur AT,α = d2/dt2 + 2αJd/dt défini sur
W 2,r

= (R/TZ) et à valeurs dans Lr
0(R/TZ) est linéaire, continu, inversible

pour tout α ∈ R tel que αT 6∈ πZ et d’inverse LT,α. De plus, LT,α :
Lr

0(R/TZ) → Lr∗(R/TZ) est linéaire, continu, compact et auto-adjoint.

D é m o n s t r a t i o n. Il est clair que AT,α est linéaire. De plus, il est
continu : ‖AT,αx‖r ≤ min{1, 2α}‖x‖2,r, où ‖ · ‖ et ‖ · ‖2,r désignent les
normes dans Lr et W 2,r respectivement.

Montrons que AT,α est surjectif. Soit y ∈ Lr
0(R/TZ, R2n) et considérons

la série de Fourier associée
∑

k∈Z∗ yke2iπkt/T avec y−k = yk. On cherche
x dans W 2,r

= (R/TZ) tel que AT,αx = y. On cherche x sous la forme
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∑
k∈Z∗ e2iπkt/T xk. Alors AT,αx = y nous donne

xk = − T 2

4kπ(kπ + αT )
yk, k ∈ Z∗,

et

x =
∑
k∈Z∗

− T 2

4kπ(kπ + αT )
yke2iπkt/T

existe pour tout α ∈ R \ π
T Z. De plus, x ∈ W 2,r

= (R/TZ) par suite d’une
version du lemme d’Abel sur les séries et car y ∈ Lr(R/TZ).

On aurait pu montrer la surjectivité en ramenant le système du second
ordre AT,αx = y à un système du premier ordre.

Montrons que AT,α est injectif. Si AT,αx = 0, on a ẋ(t) + 2αJx(t) = ξ,
ξ ∈ R2n. Les conditions aux limites impliquent que ξ = 0 et

ẋ(t) + 2αJx(t) = 0 ⇒ x(t) = 0
pour tout α ∈ R \ π

T Z (voir [12], Chap. 3). D’où AT,α est injectif, donc
bijectif pour tout α ∈ R \ π

T Z.
LT,α est linéaire et continu d’après le théorème de l’application ouverte.

Il est compact grâce à l’injection compacte du type Rellich–Kondrachov
W 2,r(R/TZ) ⊂ W 1,r(R/TZ) et à l’injection continue W 1,r(R/TZ) ⊂
Lr∗(R/TZ).

Enfin, on vérifie facilement que
T∫

0

(LT,αy(t), y(t)) dt =
T∫

0

(y(t), LT,αy(t)) dt,

i.e. LT,α est auto-adjoint.

On définit une fonctionnelle duale φ de Lr(R/TZ) dans R ∪ {∞} par

φ(y) =
T∫

0

{
1
2 (LT,αy, y) + V ∗(t, y + f)

}
dt,

où V ∗ est la transformée de Fenchel qui dans notre cas (convexe et différen-
tiable) devient la transformée de Legendre de V définie par

V ∗(t, y) = sup
x∈R2n

{(x, y)− V (t, x)}

= {(x, y)− V (t, x) : y = V ′(t, x)}, y ∈ R2n.

Grâce aux hypothèses sur V et au principe de la dualité de F. Clarke–
I. Ekeland la résolution du problème (e) revient à la recherche des points
critiques de φ. La relation entre points critiques de φ et solutions de (e) est
donnée par : y0 est un point critique de φ dans Lr

0(R/TZ) si et seulement
si x0 = −LT,αy0 + ξ, ξ ∈ R2n, est une solution de (e) dans W 2,r

= (R/TZ).
Comme x0 et LT,αy0 sont de moyenne nulle alors ξ = 0.
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III. Cas où le potentiel V est sur-quadratique

III.1. L’existence de solutions. On dira que V est sur-quadratique si et
seulement si

(1) ∃q > 2, ∀x ∈ R2n (V ′(x), x) ≥ qV (x).

(1) est appelée hypothèse de sur-quadraticité d’Ambrosetti–Rabinowitz . On
supposera de plus que V vérifie l’estimation

(2) ∃l > 0, V (x) ≤ lq

q
‖x‖q

.

Si Cq/q = min‖x‖=1 V (x) alors

V (x) ≥ Cq

q
(‖x‖q − 1),(3)

‖x‖ ≥ 1 ⇒ ‖V ′(x)‖ ≤ 1
q
(lq2q − Cq)‖x‖q−1

.(4)

En utilisant des résultats d’analyse convexe et la définition de V ∗ on
montre que V ∗ est strictement convexe, de classe C1 et si p est le conjugué
de q, i.e. 1/p + 1/q = 1, on a les propriétés suivantes :

Lemme III.1.1. Pour tout y ∈ R2n, V ∗(y) > V ∗(0) = 0 et

∀y ∈ R2n, (y, V ∗′(y)) ≤ pV ∗(y),(5)

V ∗(y) ≥ 1
plp

‖y‖p
,(6)

V ∗(y) ≤ 1
pCp

‖y‖p +
Cq

q
,(7)

‖V ∗′(y)‖ ≤ 1
p
(2pC−p − l−p)‖y‖p−1 +

Cq

q
.(8)

(5)–(8) se déduisent de (1)–(4) respectivement.Voir [10] pour une démon-
stration détaillée.

Comme q > 2 alors p ∈ (1, 2) et on établit le résultat suivant :

Théorème III.1.1. Si le potentiel V est strictement convexe, de classe
C1 et vérifie (0), (1) et (2) alors pour ‖f‖ assez petit dans Lp

0(0, T ), f 6≡ 0,
et pour tout T > 0, T 6∈ π

αZ, le système différentiel (e) admet au moins deux
solutions non triviales dans W 2,p

= (R/TZ, R2n).

D é m o n s t r a t i o n. Une solution est trouvée grâce au théorème du col
dû à Ambrosetti et Rabinowitz (1973).

Définitions III.1.1. Soit E un espace de Banach et φ : E → R ∪ {∞}
une fonction Gateaux différentiable. On dit que φ satisfait la condition P.S.c
si de toute suite (xn)n vérifiant |φ(xn)| ≤ c et φ′(xn) → 0 dans E∗, on peut
extraire une sous-suite convergente.
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On dit que la fonction φ satisfait la condition weak-P.S.c si pour toute
suite (xn)n vérifiant |φ(xn)| ≤ c et φ′(xn) → 0 dans E∗ il existe x1 ∈ E tel
que φ′(x1) = 0 et lim infnφ(xn) ≤ φ(x1) ≤ lim supnφ(xn).

Théorème du col. Soit E un espace de Banach et φ une fonction de
E dans R ∪ {∞} de classe C1. Supposons que

(i) il existe a, s0 > 0 tels que ‖x‖E = s0 ⇒ φ(x) ≥ a > 0,

(ii) φ(0) = 0 et il existe x0 ∈ E tel que ‖x0‖E > s0 ⇒ φ(x0) < 0,
(iii) φ satisfait la condition weak-P.S.c.

Alors pour Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) = x0} et

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

φ(γ(t))

on a d > 0 et il existe x ∈ E tel que φ′(x) = 0 et φ(x) = d.

Voir la démonstration dans [3].
Pour z = y + f , on a

(9) φ(y) =
T∫

0

1
2 (LT,αf, f) dt + φ(z),

où

φ(z) = 1
2 〈LT,αz, z〉 − 〈LT,αf, z〉+

T∫
0

V ∗(z(t)) dt.

R e m a r q u e s III.1.1. Si f ≡ 0 alors z = y et φ = φ.
Si y, f ∈ Lr

0(R/TZ) alors y + f ∈ Lr
0(R/TZ).

z est un point critique de φ si et seulement si y = z − f est un point
critique de φ.

z est un minimum local (resp. global) de φ si et seulement si y = z − f
est un minimum local (resp. global) de φ.

z est un point critique de φ si et seulement si x = −LT,αy + LT,αf est
une solution de (e).

On montrera que φ vérifie les hypothèses du théorème du col sur
Lp

0(R/TZ) (voir [5]).

Lemme III.1.2. La fonctionnelle φ définie de Lp
0(R/TZ) dans R ∪ {∞}

par

φ(z) =
T∫

0

1
2 (LT,αz, z) dt−

T∫
0

(LT,αf, z) dt +
T∫

0

V ∗(z(t)) dt

est à valeurs dans R et est de classe C1.
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En effet, (7) implique que φ : Lp
0(R/TZ) → R∪{∞} est à valeurs dans R.

L’hypothèse (8) et le fait que V ∗ soit de classe C1 entrâınent d’après un
théorème de Krasnosel’skĭı (voir [10], p. 75) que φ est de classe C1 (voir
[5]).

Notons %(T, α) = ‖LT,α‖. Alors on a

Lemme III.1.3. Si

‖f‖p <
2− p

%(T, α)plp

(
%(T, α)plp

2p− 2

)(p−1)/(p−2)

,

alors il existe a et s0 strictement positifs tels que

‖z‖p = s0 ⇒ φ(z) ≥ a.

En effet, par Cauchy–Schwarz et (6) on a φ(z) ≥ ϕ(‖z‖p), où ϕ est une
fonction définie par

ϕ(s) = −1
2
%(T, α)s2 − %(T, α)‖f‖ps +

1
plp

sp, s ∈ R,

et pour

s0 =
(

%(T, α)plp

2p− 2

)1/(p−2)

et a = ϕ(s0),

φ vérifie (i) du théorème du col pour

‖f‖p <
2− p

%(T, α)plp
sp−1
0 .

Lemme III.1.4. φ(0) = 0 et il existe x0 = szk (s > 0 assez grand , k tel
que λk < 0, λk et zk étant la valeur et le vecteur propres de LT,α) tel que
‖x0‖p > s0 et φ(x0) < 0.

Ici, s est pris assez grand pour que ‖x0‖p > s0 et on a φ(x0) ≤ 0 grâce
à la propriété (7) et au fait que p ∈ (1, 2).

Lemme III.1.5. φ vérifie la condition weak-P.S.c.

D é m o n s t r a t i o n. Soit (zn)n ⊂ Lp
0(R/TZ) telle qu’il existe K > 0

avec |φ(zn)| ≤ K et φ′(zn) → 0 dans Lq(R/TZ), i.e.

1
2
〈LT,αzn, zn〉 − 〈LT,αf, zn〉+

T∫
0

V ∗(zn(t)) dt ≤ K,(10)

LT,αzn − LT,αf + V ∗′(zn) = ξn → 0.(11)

Alors en introduisant (11) dans (10) et en utilisant (9), (6) puis Cauchy–
Schwarz on tire que(

1− p

2

)
1

plp
‖zn‖p

p −
1
2
‖ξn‖ · ‖zn‖p −

1
2
‖LT,αf‖ · ‖zn‖p ≤ K.
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Comme p ∈ (1, 2) et ‖ξn‖q → 0 alors (zn)n est bornée dans Lp(R/TZ) qui
est réflexif. D’où modulo une sous-suite zn ⇀ z dans Lp(R/TZ). D’autre
part, (11) implique

(12) zn = V ′(ξn − LT,αzn + LT,αf)

et la compacité de l’opérateur LT,α entrâıne que ξn−LT,αzn+LT,αf converge
vers −LT,αz + LT,αf . Par ailleurs, la continuité de V ′, la propriété (4) et
le théorème de Krasnosel’skĭı (voir [10], p. 75) impliquent la continuité de
l’application u 7→ V ′(u) définie de Lq

0(R/TZ) dans Lp(R/TZ). Par suite,
zn = V ′(ξn + LT,αf − LT,αzn) converge dans Lp

0(R/TZ) et alors modulo
une sous-suite (zn)n converge fortement dans Lp

0(R/TZ) d’après (12). Ainsi
φ vérifie la condition P.S.c et comme elle est de classe C1 alors elle vérifie
weak-P.S.c.

En utilisant l’inégalité de convexité de V ∗, on peut continuer directement
par montrer que φ vérifie la condition weak-P.S.c en montrant que φ′(z) = 0
et limn φ(zn) = φ(z).

Ainsi φ satisfait toutes les hypothèses du théorème du col et alors

∃z1 ∈ Lp
0(R/TZ), φ′(z1) = 0 et φ(z1) = d∗ > 0

avec
d∗ = inf

γ∈Γ
max

t∈[0,1]
φ(γ(t))

et
Γ = {γ ∈ C([0, 1], Lp

0(R/TZ)) : γ(0) = 0 et γ(1) = x0};
cela donne un point critique

y1 = z1 − f ∈ Lp
0(R/TZ), φ′(y1) = 0,

et

φ(y1) = d∗ +
1
2
〈LT,αf, f〉 = d >

1
2
〈LT,αf, f〉 (∈ R).

Au point critique y1 de φ dans Lp
0(R/TZ) correspond une solution x1 =

−LT,αy1 = −LT,αz1 + LT,αf de (e) dans W 2,p
= (R/TZ).

Estimation a priori . Soit

γ(s) = s exp
(
− 2k0π

T
Jt

)
ξ, ξ ∈ R2n.

On a γ ∈ Γ et

φ(γ(s)) ≤ −s2

2
· T 3

4πk0(k0π − αT )
‖ξ‖2+

sp2p

pCp
‖ξ‖p

T+
2p

pCp
‖f‖p

p+
Cq

q
T = g(s),

ce qui implique que pour T < k0π/α, φ(γ(s)) → −∞ quand s → ∞. On
choisit alors s assez grand de telle sorte que φ(γ(s)) < 0 et on montre que
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le maximum de g sur [0, s] est atteint en un point s1 tel que

g(s1) = T

(
4πk0(k0π − αT )

T 2

)q/(q−2)(2
c

)2q/(q−2)(1
2
− 1

q

)
+

Cq

q
T +

2p

p
·
‖f‖p

p

Cq

= c(T, α).

Pour α ∈ R borné inférieurement par une constante, on a c(T, α) ≤ c(T ) = c,
constante qui dépend uniquement de T . Ainsi

d = φ(y1) ≤ max
s∈[0,s̄]

φ(γ(s)) ≤ g(s1) = c(T, α) ≤ c(T ) = c.

On revient maintenant à l’expression de φ avec f ≡ 0; alors sachant que y1

est un point critique de φ et que V ∗ vérifie (5) et (6) on tire que ‖y1‖p ≤ c′ =
lp1/pc(T )1/p(1−p/2)−1/p, i.e. le point critique y1 est borné indépendamment
du réel α lorsque ce dernier est borné inférieurement par une constante et
supérieurement par k0π/T .

L’autre solution est donnée par minimisation (voir [5] pour les détails).
En effet, φ est bornée inférieurement sur une boule fermée B(0, s0), par
conséquent admet une suite minimisante (zn)n dans B(0, s0) ⊂ Lp. Lp

étant réflexif puisque p > 1, alors modulo une sous-suite zn ⇀ z2 dans Lp

et z2 ∈ B(0, s0). Le lemme de Fatou et la compacité de LT,α entrâınent que

φ(z2) ≥ lim
n

φ(zn) = inf
z∈B(0,s0)

φ(z) ≥ φ(z2).

z2 est donc un minimum local de φ, donc un point critique de φ dans
Lp

0(R/TZ). Il lui correspond un point critique y2 = z2 − f de φ qui est
aussi un minimum local de φ dans B(−f, s0) et une solution x2 = −LT,αy2

du problème (e) dans W 2,p
= (R/TZ).

Les solutions x1 et x2 sont distinctes. En effet, si x1 = x2 alors −LT,αy1 =
−LT,αy2, c’est-à-dire que y1 = y2 puisque LT,α est bijectif. Or φ(y1) >
1
2 〈LT,αf, f〉 d’après le théorème du col et φ(y2) = infy∈B(−f,s0)

φ(y) ≤
φ(−f) = 1

2 〈LT,αf, f〉; impossible.
On montre que pour tout f , la solution x1 n’est pas triviale, que pour

tout f 6≡ 0 la solution x2 n’est pas triviale et on établit, sous l’hypothèse

(13) ‖V ′(x(t))‖ ≥ c‖x(t)‖q−1 p.p. pour un certain c > 0,

que

‖x2‖ ≤
(

1
c
· 1
q − 2

‖f‖p

)1/(q−1)

et donc pour f ≡ 0, x2 ≡ 0 (voir [5]).
Le théorème III.1.1 sur l’existence de solution de (e) est ainsi établi.
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R e m a r q u e s III.1.2. Lorsque V est défini de R × R2n dans R (i.e.
V = V (t, x(t))) alors si en plus des hypothèses du théorème III.1.1, V est
mesurable et T -périodique par rapport à la première variable t on tire par
le même raisonnement l’existence de deux solutions non triviales x1 et x2

du problème (e) dans W 2,p
= (R/TZ) (x1 obtenue par le théorème du col et

x2 par minimisation).
Dans le cadre de l’existence de la solution x2, on peut supprimer (voir

[5]) l’hypothèse auxiliaire (2) en supposant de plus que V est de classe C2

dans un voisinage de l’origine et V ′′(x) défini-positif dans un voisinage de
l’origine à l’exception de zéro. Ces deux dernières hypothèses nous permet-
tent d’avoir (13).

On pose Cr(φ, d) = {y ∈ Lp
0(R/TZ) : φ′(y) = 0 et φ(y) = d}.

Définition III.1.2. y0 ∈ Cr(φ, d) est dit de type mountain pass (en
abrégé m.p.) si et seulement si pour tout voisinage ouvert U de y0, {y ∈ U :
φ(y) < d} n’est ni vide ni connexe par arcs.

Le théorème suivant (voir [11]) représente la plus forte version du théo-
rème du col.

Théorème III.1.2. Soient e0 et e1 deux éléments distincts de Lp
0(R/TZ).

Définissons

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Lp
0(R/TZ)) : γ(0) = e0, γ(1) = e1},

d = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

φ(γ(t))

et c = max{φ(e0), φ(e1)}. Alors si φ ∈ C1(Lp
0(R/TZ), R) vérifie la condition

P.S.c et si d > c, on a Cr(φ, d) 6= ∅ et contient au moins un élément y0 qui
est un minimum local ou de type m.p. De plus, si les points de Cr(φ, d) sont
isolés alors l’ensemble a au moins un point critique de type m.p.

Dans notre cas précis on a ce résultat pour f assez petit dans Lp
0(R/TZ).

En effet, les hypothèses sur V impliquent que φ est de classe C1 et vérifie
la condition P.S.c et on a d > c pour ‖f‖ assez petit (voir lemme III.1.3).

III.2. Minimalité de la période dans le cas autonome. On s’intéresse
maintenant à l’index d’une solution x0 de (e), dit index de Morse, c’est-
à-dire, l’index qui nous permet d’établir l’existence de solutions et leurs
propriétés qualitatives grâce aux relations de Morse.

Définition III.2.1. La solution x0 de (e) est dite admissible si x0 est
non constante et si V ∗′′(t, y0(t) + f(t)) est inversible pour tout t ∈ [0, T ], y0

étant le point critique de φ associé à la solution x0 de (e).

Pour τ > 0 tel que τα 6= kπ/T , k ∈ Z, on considère la forme quadratique
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Qτ définie sur L2(0, τT ) par

Qτ (z) =
τT∫
0

{(LτT,αz, z) + (V ∗′′(t, y0 + f)z, z)} dt,

où y0 est le point critique de φ correspondant à la solution admissible x0

de (e).

Définitions III.2.2. On appelle index de Qτ , noté iτ , la dimension
maximale d’un sous-espace de L2(0, τT ) sur lequel Qτ est définie-négative.

On appelle nullité de Qτ , notée nτ , la dimension du noyau de la forme
quadratique Qτ .

L’index et la nullité de la solution x0 de (e) sont i1 et n1.

L’index d’une solution x0 nous donne le comportement du point critique
y0 associé à cette solution.

Théorème III.2.1. (a) Si y0 est un minimum local , alors i1 = 0.
(b) Si y0 est de type m.p., alors i1 ≤ 1. Si i1 = 1 alors il existe un

voisinage ouvert W de y0 tel que {y ∈ W : φ(y) < φ(y0)} a au plus deux
composantes connexes par arcs. S’il y en a exactement deux , P1 et P2, et si
λ1 est la valeur propre négative de Q1 et y1 le vecteur propre associé, alors
pour tout η > 0 assez petit , y0 − ηy1 ∈ P1 et y0 + ηy1 ∈ P2.

Pour la démonstration voir [8].

Définition III.2.3. Pour x0 une solution admissible de (e), x0(s) (resp.
s) est dit point conjugué à x0(s) (resp. 0), où s > 0, si le système linéaire

(∗) AT,αy = −V ′′(t, x0(t))y, y(0) = y(s), ẏ(0) = ẏ(s),

admet une solution non triviale.

On montre que la multiplicité νs du point conjugué s, qui n’est autre
que la dimension de l’espace vectoriel des solutions du système (∗), est la
nullité ns de la forme quadratique Qs.

On note par O(x0) le plus grand entier k tel que x0 soit T/k-périodique
et on montre facilement (voir [8]) que

]{s ∈ (0, T ) : x0(s) conjugué à x0(0)} ≥ O(x0)− 1.

Le problème (e) est un système hamiltonien. L’hamiltonien correspondant
est

H(t, x, y) = 1
2y2 + V (t, x(t)) + α(Jy, x) + 1

2α2x2 − fx

avec y = αJx + ẋ. Par conséquent, x est une solution de (e) si et seulement
si z = (x, y) est une solution de

(E) ż = JH ′(t, z), z(0) = z(T ).
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De plus, la multiplicité νs du point conjugué s est égale à la dimension de
Ker(R(sT )− I), où R est la résolvante du système linéaire

(L) u̇ = JH ′′(t, z0)u, u(0) = u(T )

obtenu par linéarisation du système (E) autour de la solution z0 = (x0, y0).
L’admissibilité de la solution x0 de (e) entrâıne que V est de classe C2

le long de x0 et la matrice R4n × R4n

H ′′(t, x0, y0) =
(

α2I2n + V ′′(t, x0(t)) αJ
−αJ I2n

)
est donc symétrique. La résolvante R associée au système (L) est donc
symplectique, c’est-à-dire vérifie R∗JR = J . De plus, V ′′(t, x0(t)) étant
définie-positive, il en est de même de H ′′(t, x0, y0) et ceci pour tout α.

Proposition III.2.1. Pour tout α l’application τ 7→ iτ définie sur R est
constante par morceaux , continue à gauche en tout point τ ∈ R et le saut
aux points de discontinuité est donné par iτ+0 − iτ−0 = ντ pour tout τ ∈ R.

D é m o n s t r a t i o n. L’application τ 7→ iτ est par définition à valeurs
entières, donc constante par morceaux. On montre que τ2λτ

i + 1 sont les
carrés de la forme quadratique Qτ obtenus par diagonalisation de cette
dernière, où (λτ

i )i sont les valeurs propres d’un certain opérateur de L2(0, T )
auto-adjoint et compact. Alors pour σ < τ0 assez voisin de τ0 on a par
définition de l’index, iσ ≥ iτ0 . D’autre part, σ < τ0 implique

(∗) iσ ≤ iτ0 ,

(voir [5], chap. II.4). D’où iσ = iτ0 , i.e. l’index est continu à gauche en tout
point τ ∈ R.

Supposons maintenant iτ = m. Alors il existe τ0 proche de τ tel que
iσ = m pour tout σ ∈ (τ0, τ) et on a m valeurs propres telles que 1+σ2λσ

i <
0, i = 1, . . . ,m. Soit (σk)k ⊂ ]τ0, τ ] avec σk→τ0 quand k →∞. On montre
(voir [5], p. 49) que la suite de vecteurs propres (eσk

i ) associée aux valeurs
propres λσk

i converge vers (ei) dans l’espace constant L2(0, T ), où (ei) est une
famille libre qui vérifie Uτ0ei = λiei. Comme 1+τ2

0 λi = limk(1+σ2
kλσk

i ) ≤ 0,
i = 1, . . . ,m, alors la forme quadratique Qτ0 est semi-définie négative sur
un sous-espace de dimension m et iτ0 + ντ0 ≥ iτ+0

0
= m.

D’autre part, on montre que iτ+0
0

= m ≥ iτ0 + ντ0 . En effet, si ντ0 = 0
alors le résultat est évident (voir (∗)). Sinon λ = 1 est une valeur propre
de la résolvante R(τ0T ) et par l’absurde, sachant que la résolvante R est
symplectique et définie-positive, on montre (voir [7], chap. 1.3) qu’il existe
un voisinage W de τ0 tel que pour τ ∈ W la matrice R(τT )−I est inversible,
i.e. ντ = 0 et alors iτ + ντ = iτ = iτ+0

0
≥ iτ0 + ντ0 (d’après [5], chap. II.4).
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D’où iτ+0
0

= iτ0 + ντ0 . L’application index étant continue à gauche, i.e.
iτ−0

0
= iτ0 , on déduit alors que iτ+0

0
− iτ−0

0
= ντ0 .

Proposition III.2.2 (voir [5]). Pour tout α ∈ R \ π
T Z, l’index iτ = 0

pour τ > 0 voisin de zéro.

La démonstration repose sur le lemme important suivant où on arrive à
établir une estimation de la norme de l’opérateur LT,α représentant l’inverse
de la partie linéaire du problème (e) et qui est l’analogue de l’inégalité de
Wirtinger (voir [7]). Dans ce lemme, on écrira s au lieu de τt.

Lemme III.2.1. Pour α ∈ (−π/s, π/s),

%(s, α) = ‖Ls,α‖2,2 ≤
s2

4π(π − |α|s)
.

D é m o n s t r a t i o n. L’égalité de Parseval nous donne

‖Ls,αy‖2
2 =

∑
k∈Z∗

s4

16k2π2(kπ + αs)2
|yk|2s ≤

s4

16π2

∑
k∈Z∗

1
(kπ + αs)2

|yk|2s.

D’autre part, pour k ∈ Z∗ et α ∈ (−π/s, π/s) on a (kπ +αs)2 ≥ (π−|α|s)2,
ce qui implique

1
(kπ + αs)2

≤ 1
(π − |α|s)2

.

D’où

‖Ls,αy‖2
2 ≤

s4

16π2
· 1
(π − |α|s)2

∑
k∈Z∗

|yk|2s =
s4

16π2
· 1
(π − |α|s)2

‖y‖2

d’après l’égalité de Parseval, donc ‖Ls,α‖2,2 ≤ s2/(4π(π − |α|s)).

D é m o n s t r a t i o n d e l a p r o p o s i t i o n III.2.2. On prend pour tout
α ∈ R \ π

T Z un τ suffisamment petit de sorte que α ∈ (−π/(τT ), π/(τT ))
et en utilisant le lemme précédent, on montre que la forme quadratique Qτ

est définie positive et donc iτ = 0.

Les propositions III.2.1 et III.2.2 nous permettent d’avoir pour α ∈ R \
π
T Z la relation

iτ =
∑

0<s<τT

(is+0 − is−0) =
∑

0<s<τT

νs.

Enfin les relations ]{s ∈ (0, T ) : x0(s) conjugué à x0(0)} ≥ O(x0) − 1 et
iτ =

∑
0<s<τT νs nous donnent

O(x0) ≤ i1 + 1.
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Dans le cas autonome (f ≡ 0 et V (t, x(t)) = V (x(t))) on prouve la
minimalité de la période de la solution x1 (1) pour tout α ∈ R\ π

T Z, et ce en
utilisant une autre méthode que celle établie dans [2] laquelle nous donnait
le résultat pour α très petit.

Théorème III.2.2. Si le potentiel V est strictement convexe, vérifie les
hypothèses (0), (1) et (2) et si la solution x1 donnée par le théorème du
col est admissible alors pour tout α ∈ R \ π

T Z la solution x1 est de période
minimale T .

D é m o n s t r a t i o n. La solution x1 est donnée par le théorème du col,
elle est donc d’après le théorème III.1.2 de type minimum local ou m.p.,
par conséquent d’après le théorème III.2.1 d’index i1 ≤ 1. Si i1 = 0 alors
O(x1) ≤ i1 + 1 = 1 et x1 est de période minimale T . Si i1 = 1 alors
O(x1) ≤ i1 + 1 = 2 et donc x1 est de période minimale T ou T/2. Si
la période minimale est T/2 alors il existe, d’après le théorème III.2.1, un
voisinage ouvert W de y1 (y1 étant le point critique associé) tel que P =
{y ∈ W : φ(y) < φ(y1)} a au plus deux composantes connexes par arcs.
Comme y1 est de type m.p. alors P n’est ni vide ni connexe par arcs et a
donc exactement deux composantes connexes par arcs, P1 et P2, telles que
y1 + ηy ∈ P1 et y1 − ηy ∈ P2, où y est le vecteur propre associé à l’unique
valeur propre de Q1. On considère l’action de S1 sur L2

0(0, T ) donnée par
(θ, y) 7→ aθ(y), où aθy(t) = y(t + θT ). Alors φ est invariante par cette
action, i.e. φ(aθy) = φ(y) pour θ ∈ S1. Par suite,

(∗∗) {y ∈ a(S1,W ) : φ(y) < φ(y1)} = a(S1,P).

Sachant que les Pi, i = 1, 2, sont connexes par arcs, on montre (voir [8],
p. 180) que a(S1,P1) et a(S1,P2) sont aussi connexes par arcs. D’autre
part, on arrive (voir [8], p. 180, notamment le lemme 10) à lier a(S1,P1) et
a(S1,P2) par un chemin continu; puis sachant que a(S1,P) = a(S1,P1) ∪
a(S1,P2) on tire que a(S1,P) est connexe par arcs, ce qui n’est pas le cas
car a(S1,W ) est un voisinage ouvert de y1 qui est un point critique de φ de
type m.p. et car on a (∗∗). D’où T est bien la période minimale de x1.

Le problème de ce qui se passe quand α ∈ π
T Z reste ouvert. Rap-

pelons que l’hypothèse α 6∈ π
T Z assure l’inversibilité de la partie linéaire

du problème qu’on introduit dans la fonctionnelle φ.

IV. Étude des sous-harmoniques. On s’intéresse à l’étude du système
différentiel

(ek)
{

ẍ(t) + 2αJẋ(t) + V ′(t, x(t)) = f(t),
x(0) = x(kT ), ẋ(0) = ẋ(kT ), k ∈ N∗,

(1) On ne s’intéressera pas à la solution x2 puisque pour f ≡ 0, x2 ≡ 0. Dans le cas
non autonome il n’y a pas lieu d’étudier la minimalité de la période des solutions.
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avec f et V qui peuvent dépendre de t, c’est-à-dire que le système (ek) n’est
pas nécessairement autonome.

Définition IV.1. Les solutions de (ek) sont appelées sous-harmoniques.

Définition IV.2. Pour j ∈ Z, on note par j∗xk le changement de
phase défini par j∗xk(t) = xk(t + jT ), et par Zxk le groupe d’isotropie de
xk, c’est-à-dire l’ensemble {j ∈ Z : j∗xk = xk}.
Définition IV.3. Les solutions xk de (ek) et xh de (eh) sont dites

géométriquement distinctes si j∗xk 6= i∗xh pour tous i, j ∈ Z, en d’autres
termes si Zxk ∩ Zxh = ∅.

Dans [9], on s’est intéressé aux systèmes hamiltoniens généraux du pre-
mier ordre ẋ(t) = JH ′(t, x(t)); on a établi l’existence d’une infinité de sous-
harmoniques géométriquement distinctes, i.e. qui ne se ramènent pas l’une
à l’autre par changement de phase. Le système (ek) est bien sûr un système
hamiltonien à 2n degrés de liberté (voir paragraphe précédent). Il s’avère
que l’hamiltonien correspondant ne satisfait pas toutes les hypothèses for-
mulées dans [9], notamment la sur-quadraticité du hamiltonien, et on ne
peut donc conclure sur notre système à partir de [9]. On fait autrement en
adaptant tout simplement la méthode développée dans [9] à notre problème
en faisant jouer au potentiel V le rôle joué par l’hamiltonien H et en ten-
ant compte des propriétés de la partie linéaire du problème. La méthode
développée ici est un raffinement de celle developpée dans le paragraphe
précédent où on s’intéressait au système autonome.

On se place donc sous les mêmes hypothèses qu’au théorème III.2.2. Sur
l’espace de Banach réel E(p)k = Lp

0(R/kTZ, R2n), k ∈ N∗, on définit pour
α 6= lπ/(kT ), l ∈ Z, la fonctionnelle duale

φk(y) =
1

kT

kT∫
0

{
1
2 (LT,αy, y) + V ∗(t, y + f)

}
dt.

De la même manière que précédemment on montre que φk est de classe C1,
que si xk résout (ek) alors yk = −AT,αxk est un point critique de φk dans
E(p)k et que si φ′k(yk) = 0 avec yk ∈ E(p)k alors xk = −LT,αyk résout (ek).

Définition IV.4. On appelle caractérisation de mountain pass, notée
par m.p.c., le triplet (e0, e1, d) ∈ E(p)k × E(p)k × R tel que

d = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,T ]

φk(γ(t)) > max{φk(e0), φk(e1)},

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E(p)k) : γ(0) = e0, γ(1) = e1}
et φk satisfait la condition P.S.c au niveau d.

Définitions IV.5. P ⊂ Cr(φk, d) a la propriété de mountain pass (en
abrégé m.p.) si P est connexe et si pour tout voisinage ouvert U de P dans
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E(p)k, l’ensemble {y ∈ U : φk(y) < d} n’est ni vide ni connexe par arcs. P
est une composante de m.p. s’il a la propriété de m.p. et s’il n’existe pas de
P ′ ⊂ Cr(φk, d), P ′ ⊃ P et P ′ ayant la propriété de m.p.

Définition IV.6. Si e ∈ E(p)k et A ⊂ Cr(φk, d), on écrit e→φk
A

lorsque A ∩ B 6= ∅ où B est une composante connexe par arcs de e dans
{y ∈ E : φk(y) < d}. Si A = {y} on écrit e→φk

y.

Cette série de définitions nous permet d’introduire la définition suivante :

Définition IV.7. y0 ∈ Cr(φk, d) est dit de type mountain pass essentiel
(en abrégé m.p.e.) s’il existe une m.p.c. (e0, e1, d) et une composante de
m.p. P ⊂ Cr(φk, d) telles que y0 ∈ P et

(a) e0→φk
y0,

(b) y0 a la propriété de m.p. ou bien y0 ∈ PM \ PM , où

PM = {y ∈ P : y minimum local pour φk dans E(p)k}.
En d’autres termes, si y0 n’a pas la propriété de m.p. alors il n’est pas un
minimum local mais est limite d’une suite de minima locaux dans P .

On sait que si (e0, e1, d) est une m.p.c. pour φk alors le théorème d’Am-
brosetti–Rabinowitz entrâıne que d est valeur critique. De plus, il existe
(voir théorème III.1.3 ou [11]) dans Cr(φk, d) un minimum local ou un point
qui a la propriété de m.p. On arrive maintenant à améliorer ce résultat
dans le théorème qui suit en montrant l’existence dans Cr(φk, d) d’un point
critique de type m.p.e.

Théorème IV.1 (voir [9]). Soit (e0, e1, d) une m.p.c. pour φk ∈
C1(E(p)k, R). Alors Cr(φk, d) contient pour f suffisamment petit dans
E(p)1 et α ∈ R \ π

kT Z, un point y0 de type m.p.e. tel que e0 →φk
y0.

Le théorème suivant nous renseigne sur la géométrie au voisinage d’un
point critique de type m.p.e. Rappelons d’abord que ik et nk désignent
l’index et la nullité de la forme quadratique Qk, définie sur E(2)k, associée
au hessien de φk.

Théorème IV.2. Si y est un point critique admissible de φk de type
m.p.e. alors

(i) ik(y) ≤ 1 ≤ ik(y) + nk(y). En d’autres termes, l’index est 1 si y est
non dégénéré (nk = 0) et peut être nul sinon.

(ii) Si ik(y) = 1 alors il existe un voisinage W de y dans E(p)k tel que y ∈
P pour toute composante connexe par arcs P dans φ̇d intersectant W . De
plus, on a exactement deux composantes connexes par arcs différentes, P−

et P+, dans φ̇d ayant y dans leur fermetures et représentées respectivement
par y − z1 et y + z1, où z1 est la fonction propre de Qk associée à l’unique
valeur propre λ1 < 0.
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Le théorème suivant est basé sur un lemme de décomposition de Bott
(voir [5], [9]).

Théorème IV.3. Si ik = 1 et z1 est la fonction propre de Qk associée
à la valeur propre négative alors on a

(a) k = 1 et z1 est T -périodique, ou bien
(b) k = 2 et z1 est T -antipériodique, i.e. z1(t + T ) = −z1(t) p.p.

En ce qui concerne le groupe d’isotropie d’un point critique de type
m.p.e. on a

Théorème IV.4 (voir [9]). Soit (e0, e1, d) une m.p.c. pour φk avec k
pair et Ze0 ⊃ k

2Z telle que tous les points de Cr(φk, d) soient admissibles.
Alors si y0 ∈ Cr(φk, d) est de type m.p.e. tel que e0 →φk

y0 et si ik(y0) = 1,
on a Zy0 = kZ.

Pour l’admissibilité d’un point critique ou d’une solution, voir la défini-
tion III.2.1 avec kT au lieu de T .

Les théorèmes IV.2–IV.4 nous permettent d’établir le résultat suivant :

Théorème IV.5. Si y0 est point critique de φk0 , k0 ∈ N∗, tel que tous
les points de Cr(φk0 , φk0(y0)) soient admissibles alors pour tout α ∈ R\ π

kT Z,
k ∈ N∗, et f suffisamment petit dans E(p)1 il existe au plus un j ∈ N∗ tel
que y0 soit de type m.p.e. pour φj.

Enfin le théorème IV.1 (résultat d’existence) et le théorème IV.5 (résultat
d’unicité) nous donnent le résultat principal suivant :

Théorème IV.6. Sous les hypothèses du potentiel V et f suffisamment
petit dans E(p)1, il existe, pour tous k ∈ N∗ et α ∈ R \ π

kT Z, une solution
xk de (ek) telle que les xk, k ∈ N∗, soient deux à deux géométriquement
distinctes.

En effet, ces solutions correspondent aux points critiques donnés par
le théorème IV.1 et le théorème IV.5 nous montre que ces dernières sont
géométriquement distinctes.

V. Cas où le potentiel V est sous-quadratique

V.1. Existence de solution. On travaillera avec r = 2. Le potentiel V
est dit sous-quadratique si et seulement si

(14) ∃β > 0 et c : ∀t ∈ R, ∀x ∈ R2n, V (t, x) ≤ β

2
‖x‖2 + c.

Notons µ = T/%(T, α) avec %(T, α) = ‖LT,α‖2,2.

Théorème V.1.1. Sous les hypothèses (0) et (14) le problème (e) admet
au moins une solution pour tout T ∈ (0, µ/β).
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D é m o n s t r a t i o n. On procède de la même manière que dans le cas
sur-quadratique en faisant la transformation (9) (voir [5]). On montre que
φ est coercive pour tout T ∈ (0, µ/β) et admet donc une suite minimisante
(zn)n. On montre comme dans le cas du minimum local avec potentiel sur-
quadratique que φ(z) = infz∈L2

0(R/TZ) φ(z) avec z ∈ L2
0(R/TZ). Par suite, z

est un minimum global de φ et donc un point critique de φ dans L2
0(R/TZ);

il lui correspond un minimum global, donc un point critique y = z − f de
φ dans L2

0(R/TZ) et une solution x = −LT,αy de (e) dans W 2,2
= (R/TZ)

avec T ∈ (0, µ/β). Ainsi sous les hypothèses de V le problème (e) admet au
moins une solution pour tout T ∈ (0, µ/β).

Dans le cas où f ≡ 0 et V vérifie, en plus des hypothèses précédentes,

(15) V (t, x) ≥ γ

2
‖x‖2 pour x assez petit et γ constante > 0

(resp. f 6≡ 0 et V (t, x(t)) = V (x(t))) on montre (voir [2]) que la solution x

n’est pas triviale pour tout T ∈
(

2π
γ (

√
γ + α2−α), µ/β

)
(resp. T ∈ (0, µ/β),

voir [5]).
Dans le cas où α ∈ (−π/T , π/T ), on a l’estimation

%(T, α) ≤ T 2/(4π(π − |α|T )),

ce qui nous permet d’avoir des expressions plus explicites des intervalles
trouvés ci-dessus (voir [5]). En effet, on a pour tout T ∈

(
0, 2π

β (
√

α2 + β −
|α|)

)
l’existence d’une solution pour le problème (e) et d’une solution non

triviale pour le problème (e) avec f 6≡ 0 et V (t, x(t)) ≡ V (x(t)), et on a pour
tout T ∈

(
2π
γ (

√
γ + α2 − α), 2π

β (
√

β + α2 − |α|)
)

l’existence d’une solution
non triviale du problème (e) avec f ≡ 0 et V qui vérifie (0), (14) et (15).

On peut exprimer les résultats ci-dessus en terme de α (il suffit d’expri-
mer α en fonction de T , voir [5]).

R e m a r q u e V.1.1. Les résultats établis dans ce cas sont aussi vrais
dans le cas où V est seulement continu; dans ce cas, on parlera de l’inclusion
hamiltonienne ẍ(t)+2αJẋ(t)+∂V (t, x(t)) 3 f(t), où ∂V est le sous-gradient
de V au sens de l’analyse convexe.

V.2. Existence de solution de période minimale. De la même manière
on étudie dans ce cas de sous-quadraticité la minimalité de la période de
la solution x trouvée. On suppose alors que V (t, x(t)) = V (x(t)) et f ≡ 0
et dans ce cas on sait que la solution x n’est pas triviale. On établit le
théorème suivant :

Théorème V.2.1. Si V est strictement convexe, vérifie (0), (14) et (15)
et si la solution x est admissible alors pour tout α ∈ (π/T −Tγ/(4π), π/T −
Tβ/(4π)) avec 0 < β < γ ≤ ω2 la solution x est de période minimale T .
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En effet, pour α ∈ (π/T − Tγ/(4π), π/T − Tβ/(4π)), on arrive à avoir
de la même manière que précédemment la relation 1 ≤ O(x) ≤ i1 + 1. Or
i1 = 0 puisque x correspond à un minimum global, donc O(x) = 1 et x est
de période minimale T .
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