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I. Introduction. Dans cet article, on se propose d’illustrer la théorie
de la dualité formulée par F. Clarke et I. Ekeland (voir [3]) et la théorie de
I'index de Morse pour I’étude du systeme différentiel du second ordre

{ i(t) 4+ 2Ka(t) + V' (¢, z(t) = f(1),

(e) z(0) = z(T), &(0) = &(T),

ol K est un opérateur antisymétrique sur R?", f : R — R2" une fonction
de Ly(R/TZ;R*"), 1 <r < oo et V:RxR?* — R un potentiel qui dépend
T-périodiquement du temps et est strictement convexe, de classe C!' par
rapport a x et tel que

(0) V(t,z) >V (t,0)=0, VteR, VzecR*™\{0}.

La méthode de dualité de Clarke-Ekeland consiste a résoudre des sys-
temes différentiels par la recherche de points critiques de fonctionnelles dites
d’action duales dans des espaces bien définis. La théorie de I'index de Morse
nous permet d’obtenir des solutions (voir [6]) et des propriétés qualitatives
des solutions par les relations de Morse (voir [4]). La premiére application de
ces deux théories a été pour les systemes hamiltoniens généraux du premier
ordre

@(t) = JH'(t,z(t), 2(0) = 2(T)

(voir [3]). Dans le cas ou H est sous-quadratique, Ekeland et Clarke ont
montré que le systéeme hamiltonien admet au moins une solution de période
minimale 7. Dans le cas H sur-quadratique, Rabinowitz (1978) et Eke-
land (1980) ont montré l’existence d’une solution non triviale. Par la suite
Ekeland et Hofer ont montré ’existence de solutions a période minimale T'
(1984) (voir [8]) et l'existence de sous-harmoniques géométriquement dis-
tinctes (1986) (voir [9]). Ambrosetti et Coti Zelati se sont intéressés par la

1991 Mathematics Subject Classification: Primary 34C25, 58F05.

[41]



42 M. BENABAS

suite au systeme du second ordre avec potentiel
E(t)+V'(x(t) =0, x(0) ==(T), #(0) = &(T),

et ont montré ’existence d’au moins une solution T-périodique non triviale
a période minimale 7' (voir [1]). Enfin, Assem a montré dans [2] que le
systeme autonome

#(t) + 20Ji(t) + V(b)) =0,  2(0) = 2(T), &(0) = &(T),

admet dans le cas sur-quadratique au moins une solution qui est pour « tres
petit a période minimale T et dans le cas sous-quadratique au moins une
solution non triviale.

Notre systeme différentiel (e) est dit de type gyroscopique non autonome.
On étudie le cas ou K = aJ, a € R et

OTL In
=% o)

une matrice de R?™ dans R?” avec 0,, et I,, matrices nulle et identité de R™
dans R™. Dans ce cas la solution de (e) décrit le mouvement d’un pendule de
Foucault par rapport a la rotation de la terre. Parmi les chercheurs qui ont
travaillé sur ce genre de systeéme je citerai Mme Truc qui a étudié un systeme
gyroscopique avec la dualité Ekeland—Lasry et MM Girardi et Matzeu avec
lopérateur différentiel Ly = J % + @, @ une matrice différentiable. Quant
a nous, nous considérons deux cas, le premier suppose V sur-quadratique et
le second V' sous-quadratique.

II. Formulation variationnelle. On définit I'espace

T
W2 (R/TZ,R?") = {:c € W2 (R/TZ,R*") : [ a(t)dt = 0}
0

et notons r* le conjugué de r, i.e. 1/r+1/r* =1.

PROPOSITION 11.1. L’opérateur Ar, = d?/dt* + 2aJd/dt défini sur
W2T(R/TZ) et a valeurs dans Ly(R/TZ) est linéaire, continu, inversible
pour tout o« € R tel que oT ¢ 7Z et d’inverse Lt .. De plus, Lt :
Ly(R/TZ) — L™ (R/TZ) est linéaire, continu, compact et auto-adjoint.

Démonstration. Il est clair que A7, est linéaire. De plus, il est
continu : ||Apoz|, < min{l,2a}|z|2,, ot || - || et || - ||2,» désignent les
normes dans L" et W27 respectivement.

Montrons que Ar, est surjectif. Soit y € L5 (R/TZ,R?™) et considérons
la série de Fourier associée ), ;. yre?™ /T ayvec y_p = 7,. On cherche
r dans W27 (R/TZ) tel que Aror = y. On cherche z sous la forme
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Y kez e2mht/T g, Alors A7 ox = y nous donne
T2

—_— kel
4k7r(/~c7r—|—ozT)yk’ €&

T = —

et

T? 2imkt/T
e k%Z:*  dkn(kr + oT) Yre

existe pour tout & € R\ ZZ. De plus, € W2"(R/TZ) par suite d’une
version du lemme d’Abel sur les séries et car y € L"(R/TZ).

On aurait pu montrer la surjectivité en ramenant le systeme du second
ordre A7 oz = y a un systeme du premier ordre.

Montrons que At est injectif. Si Ar 2 =0, on a &(t) + 2aJz(t) =&,
¢ € R?". Les conditions aux limites impliquent que & = 0 et

#(t) +2aJx(t) =0=2(t) =0

pour tout o € R\ FZ (voir [12], Chap. 3). D’olt A7, est injectif, donc
bijectif pour tout o € R\ £Z.

Lt est linéaire et continu d’apres le théoreme de ’application ouverte.
Il est compact grace a l'injection compacte du type Rellich—-Kondrachov
W2 (R/TZ) C WY (R/TZ) et a linjection continue WH"(R/TZ) C
L™ (R/TZ).

Enfin, on vérifie facilement que

T

f(LTay f LTay ))d
0 0

i.e. L, est auto-adjoint. m
On définit une fonctionnelle duale ¢ de L"(R/TZ) dans R U {oco} par

T
= [ {3(Lray,y) +V(ty + N} dr,
0

ou V* est la transformée de Fenchel qui dans notre cas (convexe et différen-
tiable) devient la transformée de Legendre de V' définie par

Vi(t,y) = sup. {(z,y) = V(t,2)}

={(z,y) = V(t,z) .y =V'(t,x)}, yeR™
Grace aux hypotheses sur V' et au principe de la dualité de F. Clarke—
I. Ekeland la résolution du probléme (e) revient & la recherche des points
critiques de ¢. La relation entre points critiques de ¢ et solutions de (e) est
donnée par : yo est un point critique de ¢ dans L{(R/TZ) si et seulement
si zg = —Lrayo + &, € € R?™, est une solution de (e) dans W27 (R/TZ).
Comme z¢ et L7 4y sont de moyenne nulle alors £ = 0.
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III. Cas ou le potentiel V est sur-quadratique

II1.1. L’ezistence de solutions. On dira que V est sur-quadratique si et
seulement si

(1) J¢>2, Ve e R*™ (V'(z),2) > qV(2).

(1) est appelée hypothése de sur-quadraticité d’Ambrosetti—Rabinowitz. On
supposera de plus que V vérifie I'estimation

q
2) 350, V)<l
Si C?/q = minj, = V(z) alors
ce
(3) V(z) > 7(”36” — 1),
, 1 B
(4) [z]| > 1= [V(2)] < g(lq2q — )|z 7.

En utilisant des résultats d’analyse convexe et la définition de V* on
montre que V* est strictement convexe, de classe C! et si p est le conjugué
de ¢, i.e. 1/p+1/q =1, on a les propriétés suivantes :

LEMME III.1.1. Pour tout y € R*", V*(y) > V*(0) =0 et

(5) vy eR*™,  (y,V¥(y)) < pV*(y),
1
* > p
(© V) 2 ol
1 C
* < - p | Y
@ Vi) < ol +
X 1 _ _ _ Ca
(8) V¥ (y)] < p(2p0 PP |y|P T+ e

(5)—(8) se déduisent de (1)—(4) respectivement. Voir [10] pour une démon-
stration détaillée.
Comme g > 2 alors p € (1,2) et on établit le résultat suivant :

THEOREME I11.1.1. Si le potentiel V est strictement conveze, de classe
C1 et vérifie (0), (1) et (2) alors pour || f| assez petit dans L5(0,T), f # 0,
et pour tout T > 0, T ¢ *7Z, le systeme différentiel (e) admet au moins deuzx
solutions non triviales dans W2P(R/TZ,R?").

Démonstration. Une solution est trouvée grace au théoreme du col
dt & Ambrosetti et Rabinowitz (1973).

DEFINITIONS I11.1.1. Soit E un espace de Banach et ¢ : E — R U {oo}
une fonction Gateaux différentiable. On dit que ¢ satisfait la condition P.S..
si de toute suite (x,, ), vérifiant |¢(x,)| < c et ¢'(z,) — 0 dans E*, on peut
extraire une sous-suite convergente.



UN SYSTEME NON LINEAIRE 45

On dit que la fonction ¢ satisfait la condition weak-P.S.. si pour toute
suite (z,)y, vérifiant |p(x,,)| < ¢ et ¢'(x,) — 0 dans E* il existe z1 € E tel
que ¢'(z1) =0 et liminf,¢(x,) < ¢(z1) < limsup,,¢(z,).

THEOREME DU COL. Soit E un espace de Banach et ¢ une fonction de
E dans RU {oo} de classe C'. Supposons que

(1) il existe a, so > 0 tels que ||z||g = so = ¢(x) > a >0,
(ii) ¢(0) = 0 et il existe g € E tel que ||xol|g > so = ¢(zo) <0,
(iii) ¢ satisfait la condition weak-P.S...
Alors pour I' = {y € C([0,1], E) : v(0) = 0,v(1) = xo} et

d = inf t
inf, max o(v(t))

on ad>0 etil eriste T € E tel que ¢'(T) =0 et ¢(T) =

Voir la démonstration dans [3].
Pour z=y+ f, on a

(9) = | A(Lraf. f)dt + ¢(2),
ou

T
3(2) = 3(Lraz 2) — (Lraf.2) + [ V*(2(t)) dt.

Remarques IIL1.1. Si f =0 alors z = y et ¢ = ¢.

Siy, f € L{(R/TZ) alors y + f € L{(R/TZ).

z est un point critique de ¢ si et seulement si y = z — f est un point
critique de ¢.

z est un minimum local (resp. global) de ¢ si et seulement si y = z — f
est un minimum local (resp. global) de ¢.

z est un point critique de ¢ si et seulement si T = —L7. 47 + Lo f est
une solution de (e).

On montrera que ¢ vérifie les hypotheses du théoreme du col sur
LY(R/TZ) (voir [5]).

LeEMME II1.1.2. La fonctionnelle ¢ définie de L5(R/TZ) dans R U {oc}
par

T T

0(2) = [ Y(Lraz 2)dt — [(Lraf.2)dt+ [ V*(2(t)) dt
0

0 0

est a valeurs dans R et est de classe C.
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En effet, (7) implique que ¢ : L5 (R/TZ) — RU{oo} est a valeurs dans R.
L’hypothese (8) et le fait que V* soit de classe C’j entrainent d’aprés un
théoreme de Krasnosel’skii (voir [10], p. 75) que ¢ est de classe C' (voir

[5]). =
Notons o(T, &) = || L7, ||. Alors on a
LEMME III.1.3. 5@

9

9 _ P Q(T, Oé)plp (p—1)/(p—2)
T, a)pl? ( 2p —2 )

alors il existe a et sg strictement positifs tels que

£, < o

Iz[lp, = s0 = &(2) > a.

En effet, par Cauchy—Schwarz et (6) on a ¢(z) > ¢(||z||,), ol ¢ est une
fonction définie par

1 1
o(s) = —50(T,)s* = o(T, Q)| fllps + —>s",  s€R,

plP
et pour
0 T,a [P 1/(p—2)
So = <(2p—)22)) et a=p(so),
¢ vérifie (i) du théoreme du col pour
2— b p—1
< —
1l <~ oot

LEMME II1.1.4. ¢(0) = 0 et il existe xg = sz (s > 0 assez grand, k tel
que A\, < 0, A, et z étant la valeur et le vecteur propres de Lr.) tel que
lzollp > s0 et ¢(zo) <O.

Ici, s est pris assez grand pour que ||zol|, > so et on a ¢(zg) < 0 grace
a la propriété (7) et au fait que p € (1,2).

LEMME II1.1.5. ¢ vérifie la condition weak-P.S...

Démonstration. Soit (2,), C Ly(R/TZ) telle quil existe K > 0
avec |p(zn)| < K et ¢'(z,) — 0 dans LY(R/TZ), i.e.

N —

(10) ALr 0%, 2n) = (Lo, 2n) + [ V7 (za(1) dt < K,
0

(11) LT,aZn - LT,af + V*/(Zn) = én — 0.
Alors en introduisant (11) dans (10) et en utilisant (9), (6) puis Cauchy—
Schwarz on tire que

p\ 1 1 !
(1=8) el = 5l6al - Bl = 51Eradl - lenl, < K.
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Comme p € (1,2) et ||€,]|q — 0 alors (2,,), est bornée dans LP(R/TZ) qui
est réflexif. D’olt modulo une sous-suite z, — z dans LP(R/TZ). D’autre
part, (11) implique
(12) Zn = V/(fn - LT,aZn + LT,af)
et la compacité de 'opérateur Lt , entraine que &, —L1 o2p+L71 o f converge
vers —Lp oZ + Ly o f. Par ailleurs, la continuité de V', la propriété (4) et
le théoreme de Krasnosel’skii (voir [10], p. 75) impliquent la continuité de
I'application u +— V'(u) définie de L{(R/TZ) dans LP(R/TZ). Par suite,
zn = V'(&n 4+ Lr.of — L1.a2,) converge dans LE(R/TZ) et alors modulo
une sous-suite (2, ), converge fortement dans L(R/TZ) d’apres (12). Ainsi
¢ vérifie la condition P.S.. et comme elle est de classe C! alors elle vérifie
weak-P.S...

En utilisant I'inégalité de convexité de V*, on peut continuer directement
par montrer que ¢ vérifie la condition weak-P.S.. en montrant que ¢'(z) = 0

et lim, ¢(2,) = ¢(Z). =
Ainsi ¢ satisfait toutes les hypotheses du théoreme du col et alors
32 € LE(R/TZ), ¢ (z1) =0¢et ¢(z1) =d* >0
avec

d* = inf (¢
Inf max o(v(1))

et
I'={yeC([0,1], L§(R/TZ)) : v(0) = 0 et ¥(1) = zo};
cela donne un point critique
Y1 =21 — f € Lg(R/TZ)a gb/(yl) = 07
et

Bn) =& + S{Lraf f) =d > SlLraf ) (€,

Au point critique y; de ¢ dans LE(R/TZ) correspond une solution z; =
—Lroaty1 = —Lroz1 + L1 of de (e) dans W2P(R/TZ).

Estimation a priori. Soit

2k
7(8):sexp<— z?ﬂjt>§, £ e R
Onayel et
52 T3 5 sP2P 2P C1
2% < ——. pT = p =T =
63(6)) <~ g [P S I T+ I+ T = (o),

ce qui implique que pour T < kom/c, ¢(7(s)) — —oo quand s — oo. On
choisit alors 5 assez grand de telle sorte que ¢(7(5)) < 0 et on montre que
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le maximum de g sur [0,3] est atteint en un point s; tel que

(S)_T 47Tk0(k07T—OéT) q/(q—2) 2 2q/(q—2) 1_1
gisr) = 12 c 2 gq

ca 2 |Ifl;
— T4 2
+ G

=c(T, ).

Pour a € R borné inférieurement par une constante, on a ¢(T, ) < ¢(T') = ¢,
constante qui dépend uniquement de T'. Ainsi

d=¢(y1) < Jnax d((s)) < g(s1) = (T, ) < c(T) = c.

On revient maintenant a ’expression de ¢ avec f = 0; alors sachant que y;
est un point critique de ¢ et que V* vérifie (5) et (6) on tire que ||y1||, < ¢’ =
Ip'/Pe(T)V/P(1—p/2)~1/P, i.e. le point critique y; est borné indépendamment
du réel « lorsque ce dernier est borné inférieurement par une constante et
supérieurement par ko /T

L’autre solution est donnée par minimisation (voir [5] pour les détails).
En effet, ¢ est bornée inférieurement sur une boule fermée B(0,sg), par
conséquent admet une suite minimisante (2,), dans B(0,sy) C LP. LP
étant réflexif puisque p > 1, alors modulo une sous-suite z,, — zy dans LP
et 2o € B(0,50). Le lemme de Fatou et la compacité de Lt , entrainent que

P(22) 21lim@(zp) = Inf  ¢(z) = P(22).
n 2€B(0,s0)
25 est donc un minimum local de ¢, donc un point critique de ¢ dans
L§(R/TZ). 1l lui correspond un point critique y2 = 22 — f de ¢ qui est
aussi un minimum local de ¢ dans B(—f, so) et une solution x9 = —L7 4¥y2
du probleme (e) dans W2P(R/TZ).

Les solutions z; et z3 sont distinctes. En effet, si 1 = x5 alors —L7 oy1 =
—L7,qy2, Cest-a-dire que y; = y2 puisque Ly, est bijectif. Or ¢(y1) >
%(LT,af, f) d’apreés le théoreme du col et ¢(y2) = innyE(—f,so) o(y) <
o(—f) = %(LT,af, f); impossible.

On montre que pour tout f, la solution x; n’est pas triviale, que pour
tout f # 0 la solution xo n’est pas triviale et on établit, sous ’hypothese

(13) IV (z(t)]| > ¢||=@®)]|*""  p.p. pour un certain ¢ > 0,
que
1 1 1/(q—1)
< (2. -
foall < (3 50, )

et donc pour f = 0,22 =0 (voir [5]).
Le théoreme III.1.1 sur P'existence de solution de (e) est ainsi établi.
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Remarques IIL.1.2. Lorsque V est défini de R x R?" dans R (i.e.
V = V(t,z(t))) alors si en plus des hypotheéses du théoréme IIL.1.1, V est
mesurable et T-périodique par rapport a la premiere variable ¢ on tire par
le méme raisonnement l'existence de deux solutions non triviales x; et zo
du probleme (e) dans W2P(R/TZ) (x; obtenue par le théoréme du col et
xo par minimisation).

Dans le cadre de 'existence de la solution zo, on peut supprimer (voir
[5]) hypothese auxiliaire (2) en supposant de plus que V est de classe C?
dans un voisinage de l'origine et V' (x) défini-positif dans un voisinage de
I’origine a ’exception de zéro. Ces deux dernieres hypotheéses nous permet-
tent d’avoir (13).

On pose Cr(¢,d) = {y € Ly(R/TZ) : ¢'(y) = 0 et (y) = d}.

DEFINITION II1.1.2. yo € Cr(¢,d) est dit de type mountain pass (en
abrégé m.p.) si et seulement si pour tout voisinage ouvert U de yo, {y € U :
¢(y) < d} n’est ni vide ni connexe par arcs.

Le théoréeme suivant (voir [11]) représente la plus forte version du théo-
reme du col.

THEOREME II1.1.2. Soient ey et e1 deux éléments distincts de Lh(R/TZ).
Définissons

I'={y € C([0,1], L§(R/TZ)) : 4(0) = eo, ¥(1) = ex},

d = inf sup o(y(t))
Y€l te0,1) )
et c = max{¢(eo), p(e1)}. Alors si¢p € CY(LE(R/TZ),R) vérifie la condition
P.S.. et sid>c, on a Cr(p,d) # 0 et contient au moins un élément yo qui
est un minimum local ou de type m.p. De plus, si les points de Cr(¢,d) sont
isolés alors ’ensemble a au moins un point critique de type m.p.

Dans notre cas précis on a ce résultat pour f assez petit dans Lf(R/TZ).
En effet, les hypotheses sur V impliquent que ¢ est de classe C! et vérifie
la condition P.S.. et on a d > ¢ pour || f|| assez petit (voir lemme III.1.3).

II1.2. Minimalité de la période dans le cas autonome. On s’intéresse
maintenant a 'index d’une solution z( de (e), dit index de Morse, c’est-
a-dire, 'index qui nous permet d’établir I'existence de solutions et leurs
propriétés qualitatives grace aux relations de Morse.

DEFINITION I11.2.1. La solution xq de (e) est dite admissible si zg est
non constante et si V*"'(¢,yo(t) + f(t)) est inversible pour tout ¢ € [0, 77, yo
étant le point critique de ¢ associé a la solution xg de (e).

Pour 7 > 0 tel que T # km /T, k € Z, on considere la forme quadratique
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Q. définie sur L?(0,7T) par
T
Q:(2) = [ {(Lrraz,2) + (V" (t,yo + [)z, 2)} dt,
0

ou yo est le point critique de ¢ correspondant a la solution admissible xq
de (e).

DEFINITIONS 1I1.2.2. On appelle index de Q,, noté i,, la dimension
maximale d'un sous-espace de L2(0,7T) sur lequel Q. est définie-négative.

On appelle nullité de @-, notée n,, la dimension du noyau de la forme
quadratique Q.

L’index et la nullité de la solution xo de (e) sont i1 et n;.

L’index d’une solution xy nous donne le comportement du point critique
7o associé a cette solution.

THEOREME II1.2.1. (a) Siyo est un minimum local, alors i, = 0.

(b) Si yo est de type m.p., alors iy < 1. Si iy = 1 alors il existe un
voisinage ouvert W de yo tel que {y € W : ¢(y) < ¢(yo)} a au plus deux
composantes connexes par arcs. S’il y en a exactement deux, Py et Py, et si
A1 est la valeur propre négative de Q1 et y1 le vecteur propre associé, alors
pour tout 1 > 0 assez petit, yo —ny1 € P1 et yo +ny1 € Ps.

Pour la démonstration voir [8].

DEFINITION 111.2.3. Pour ¢ une solution admissible de (e), o (s) (resp.
s) est dit point conjugué a xo(s) (resp. 0), ou s > 0, si le systeme linéaire
() Aray ==V"(t,zo(t))y,  y(0) =y(s), y(0) =5(s),
admet une solution non triviale.

On montre que la multiplicité vs du point conjugué s, qui n’est autre
que la dimension de l’espace vectoriel des solutions du systéme (x), est la
nullité ns de la forme quadratique Q);.

On note par O(xg) le plus grand entier k tel que x soit T'/k-périodique
et on montre facilement (voir [8]) que

#{s € (0,T) : xzo(s) conjugué a xo(0)} > O(zg) — 1.
Le probleme (e) est un systéeme hamiltonien. L’hamiltonien correspondant
est
H(t,z,y) = 39> + V(t,2(t) + a(Jy,z) + 30%2* — fa
avec y = aJx + &. Par conséquent, = est une solution de (e) si et seulement
si z = (x,y) est une solution de

(E) z=JH'(t,z), =2(0)=2z(T).
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De plus, la multiplicité vs du point conjugué s est égale a la dimension de
Ker(R(sT) — I), ou R est la résolvante du systeme linéaire

(L) w=JH"(t, z0)u, u(0)=u(T)

obtenu par linéarisation du systéeme (E) autour de la solution zg = (xg, yo)-
L’admissibilité de la solution z de (e) entraine que V est de classe C?

le long de x( et la matrice R*? x R*"

2 "
" [ Plyy, F VI (t,20(t)  ad
H (tax07 ?JO) - < —aJ 12n

est donc symétrique. La résolvante R associée au systeme (L) est donc
symplectique, c’est-a-dire vérifie R*JR = J. De plus, V" (t,z0(t)) étant
définie-positive, il en est de méme de H" (t, z¢, yo) et ceci pour tout .

ProposITION II1.2.1. Pour tout « lapplication T +— i, définie sur R est
constante par morceauz, continue a gauche en tout point T € R et le saut
aux points de discontinuité est donné par i +o — -0 = v, pour tout T € R.

Démonstration. L’application 7 — i, est par définition & valeurs
entieres, donc constante par morceaux. On montre que 72A7 + 1 sont les
carrés de la forme quadratique (), obtenus par diagonalisation de cette
derniere, ot (A\T); sont les valeurs propres d'un certain opérateur de L?(0,7)
auto-adjoint et compact. Alors pour o < 7y assez voisin de 79 on a par
définition de l'index, i, > i,,. D’autre part, o < 7y implique

(*) iU S i‘l’o)

(voir [5], chap. II.4). D’ou i, = ir,, i.e. I'index est continu & gauche en tout
point 7 € R.

Supposons maintenant i, = m. Alors il existe 79 proche de 7 tel que
i, = m pour tout o € (79, 7) et on a m valeurs propres telles que 1+02)\7 <
0,2=1,...,m. Soit (ok)r C |70, 7| avec o —7y quand k — oco. On montre
(voir [5], p. 49) que la suite de vecteurs propres (e;") associée aux valeurs
propres A7* converge vers (e;) dans I'espace constant L?(0,7'), ot (e;) est une
famille libre qui vérifie U, e; = A\;e;. Comme 1+78\; = limg (1+07A7%) <0,
¢t = 1,...,m, alors la forme quadratique (),, est semi-définie négative sur
un sous-espace de dimension m et i,, + v, > ir(jro =m.

D’autre part, on montre que i¢_+o = m > iy, + V5. En effet, si v,) =0
alors le résultat est évident (voir (x)). Sinon A = 1 est une valeur propre
de la résolvante R(79T") et par I’absurde, sachant que la résolvante R est
symplectique et définie-positive, on montre (voir [7], chap. 1.3) qu’il existe
un voisinage W de 79 tel que pour 7 € W la matrice R(7T") — I est inversible,
ie. vy =0et alors iy + vy =i, = iT0+o > iy, + vy, (d’apres [5], chap. I11.4).
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) n . , P . : . .
D’ou 1 o = ln + v,,. L’application index étant continue a gauche, i.e.
lpm0 = g, ON déduit alors que U0 =00 = Upy. W

PROPOSITION 1I1.2.2 (voir [5]). Pour tout a € R\ TZ, l'inder i, = 0
pour T > 0 voisin de zéro.

La démonstration repose sur le lemme important suivant ou on arrive a
établir une estimation de la norme de I'opérateur Lt , représentant I'inverse
de la partie linéaire du probléeme (e) et qui est 'analogue de I'inégalité de
Wirtinger (voir [7]). Dans ce lemme, on écrira s au lieu de 7t.

LEMME II1.2.1. Pour o € (—7/s,m/s),

82

=||L < —.
Q(S,CY) H s,a||2,2 > 471'(7'(' — |a]s)

Démonstration. L’égalité de Parseval nous donne

s S 1
L 2 _ 25 < Zs.
H s,ay||2 kgl:* 16k527T2(k7T+()48)2|yk| LIRS 1672 kgz:* (l{j7T+()éS)2|yk| S

D’autre part, pour k € Z* et a € (—7/s,7/s) on a (km +as)? > (7 —|als)?,
ce qui implique

1 1
< .
(or + as)? = (7 = Ja]s)?
D’ou
st 1 s 1
L 2 < . E 25 = .
H 8701yH2 = 1672 (71' — ‘Oé|8)2 ’yk’ S 1672 (71' — |Oé|S)2 HyHQ

kez*

d’apres I'égalité de Parseval, donc ||Ls o |22 < s2/(47(m — |als)). =
Démonstration de la proposition III.2.2. On prend pour tout

a € R\ %Z un 7 suffisamment petit de sorte que a € (—m/(7T),n/(7T))

et en utilisant le lemme précédent, on montre que la forme quadratique @
est définie positive et donc i, = 0. m

Les propositions I11.2.1 et I11.2.2 nous permettent d’avoir pour a € R\

%Z la relation
iy = Z (ig+0 —ig—0) = Z Vs.

0<s<7T 0<s<7T
Enfin les relations #{s € (0,7) : xo(s) conjugué a z¢(0)} > O(xg) — 1 et
ir = ) 0cs<r Vs DOUS donnent

O(CL'()) <14+ 1.
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Dans le cas autonome (f = 0 et V(t,z(t)) = V(z(¢))) on prouve la
minimalité de la période de la solution z; () pour tout & € R\ ZZ, et ce en
utilisant une autre méthode que celle établie dans [2] laquelle nous donnait
le résultat pour « tres petit.

THEOREME I11.2.2. Si le potentiel V est strictement convexe, vérifie les
hypothéses (0), (1) et (2) et si la solution x1 donnée par le théoréme du
col est admissible alors pour tout o € R\ T7Z la solution x1 est de période
minimale T .

Démonstration. La solution z; est donnée par le théoreme du col,
elle est donc d’apres le théoreme II1.1.2 de type minimum local ou m.p.,
par conséquent d’apres le théoreme II1.2.1 d’index ¢y < 1. Si ¢; = 0 alors
O(z1) < i1+ 1 =1 et z1 est de période minimale 7. Si i; = 1 alors
O(z1) < i1+ 1 = 2 et donc z;1 est de période minimale 7" ou 7'/2. Si
la période minimale est T'/2 alors il existe, d’apres le théoreme I11.2.1, un
voisinage ouvert W de y; (y; étant le point critique associé) tel que P =
{y € W : ¢(y) < ¢(y1)} a au plus deux composantes connexes par arcs.
Comme y; est de type m.p. alors P n’est ni vide ni connexe par arcs et a
donc exactement deux composantes connexes par arcs, P; et Py, telles que
y1+ 1y € P1 et y1 — ny € P2, ou g est le vecteur propre associé a 'unique
valeur propre de Q1. On considere I'action de S* sur L3(0,7) donnée par
(0,y) — ap(y), ou agy(t) = y(t + 0T). Alors ¢ est invariante par cette
action, i.e. ¢(agy) = ¢(y) pour § € S*. Par suite,

(%) {y € a(S",W): ¢(y) < d(y1)} = a(S", P).

Sachant que les P;, i = 1,2, sont connexes par arcs, on montre (voir [8],
p. 180) que a(S',P;) et a(S!,Ps) sont aussi connexes par arcs. D’autre
part, on arrive (voir [8], p. 180, notamment le lemme 10) & lier a(S*, P;) et
a(S1,Py) par un chemin continu; puis sachant que a(S',P) = a(S!,P;) U
a(S1,Py) on tire que a(S!,P) est connexe par arcs, ce qui n'est pas le cas
car a(S*, W) est un voisinage ouvert de y; qui est un point critique de ¢ de
type m.p. et car on a (xx). D’ou T est bien la période minimale de 1. m

Le probleme de ce qui se passe quand o € ZTZ reste ouvert. Rap-
pelons que I'hypothese a ¢ ZZ assure I'inversibilité de la partie linéaire
du probleme qu’on introduit dans la fonctionnelle ¢.

IV. Etude des sous-harmoniques. On s’intéresse a I’étude du systeme
différentiel

(ex) { E(t) + 2aJ2(t) + V'(t, 2(1) = f(1),
2(0) = 2(kT), &(0) = &(kT), ke N*,

(1) On ne s’intéressera pas a la solution x2 puisque pour f =0, z9 = 0. Dans le cas
non autonome il n’y a pas lieu d’étudier la minimalité de la période des solutions.
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avec f et V qui peuvent dépendre de ¢, c’est-a-dire que le systeme (e, ) n’est
pas nécessairement autonome.

DEFINITION IV.1. Les solutions de (e, ) sont appelées sous-harmoniques.

DEFINITION IV.2. Pour j € Z, on note par j*z; le changement de
phase défini par j*x(t) = xx(t + jT), et par Zzy, le groupe d’isotropie de
xg, c’est-a~dire 'ensemble {j € Z : j*x) = x1}.

DEFINITION IV.3. Les solutions zj de (e;) et zp de (e;,) sont dites
géométriquement distinctes si j*xyp # i*xp pour tous i,j € Z, en d’autres
termes si Zxy, N Zxy, = 0.

Dans [9], on s’est intéressé aux systémes hamiltoniens généraux du pre-
mier ordre &(t) = JH'(t,z(t)); on a établi I'existence d’une infinité de sous-
harmoniques géométriquement distinctes, i.e. qui ne se ramenent pas I'une
a l'autre par changement de phase. Le systeme (e, ) est bien siir un systeme
hamiltonien & 2n degrés de liberté (voir paragraphe précédent). Il s’avere
que ’hamiltonien correspondant ne satisfait pas toutes les hypotheses for-
mulées dans [9], notamment la sur-quadraticité du hamiltonien, et on ne
peut donc conclure sur notre systéme a partir de [9]. On fait autrement en
adaptant tout simplement la méthode développée dans [9] & notre probleme
en faisant jouer au potentiel V' le role joué par ’hamiltonien H et en ten-
ant compte des propriétés de la partie linéaire du probleme. La méthode
développée ici est un raffinement de celle developpée dans le paragraphe
précédent ou on s’intéressait au systéme autonome.

On se place donc sous les mémes hypotheses qu’au théoreme I111.2.2. Sur
'espace de Banach réel E(p), = LE(R/kTZ,R?"), k € N*, on définit pour
a #lr/(kT), | € Z, la fonctionnelle duale

kT
oew) = o [ {3 (Eray) +V oy + )} dr
0

De la méme maniére que précédemment on montre que ¢y, est de classe C*,
que si x, résout (e,) alors y, = —Ar o2 est un point critique de ¢ dans
E(p)i et que si ¢} (yx) = 0 avec y, € E(p)y alors x = — L1 oyi résout (e,).

DEFINITION IV.4. On appelle caractérisation de mountain pass, notée
par m.p.c., le triplet (eg, e1,d) € E(p)r X E(p)r X R tel que

d = inf max b1 (y(t)) > max{dr(eo), drle1)},

yeI telo,T
I'={yeC([0,1], E(p)x) : 7(0) = eo, (1) =e1}
et ¢y satisfait la condition P.S.. au niveau d.

DEFINITIONS IV.5. P C Cr(¢g,d) a la propriété de mountain pass (en
abrégé m.p.) si P est connexe et si pour tout voisinage ouvert U de P dans
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E(p)k, 'ensemble {y € U : ¢x(y) < d} n’est ni vide ni connexe par arcs. P
est une composante de m.p. s’il a la propriété de m.p. et s’il n’existe pas de
P’ C Cr(¢g,d), P O P et P’ ayant la propriété de m.p.

DEFINITION IV.6. Sie € E(p)r et A C Cr(¢x,d), on écrit e—y, A
lorsque AN B # () ou B est une composante connexe par arcs de e dans
{y e E: ¢i(y) <d}. Si A= {y} on écrit e—4,y.

Cette série de définitions nous permet d’introduire la définition suivante :

DEFINITION IV.7. yo € Cr(¢g,d) est dit de type mountain pass essentiel
(en abrégé m.p.e.) s’il existe une m.p.c. (eg,e1,d) et une composante de
m.p. P C Cr(¢g,d) telles que yg € P et

(a) e0—=¢. Yo, _
(b) yo a la propriété de m.p. ou bien yo € Pys \ P, ot

Py = {y € P : y minimum local pour ¢ dans E(p);}.

En d’autres termes, si yg n’a pas la propriété de m.p. alors il n’est pas un
minimum local mais est limite d’une suite de minima locaux dans P.

On sait que si (eg, e1,d) est une m.p.c. pour ¢y, alors le théoreme d’Am-
brosetti-Rabinowitz entraine que d est valeur critique. De plus, il existe
(voir théoreme II1.1.3 ou [11]) dans Cr(¢x,d) un minimum local ou un point
qui a la propriété de m.p. On arrive maintenant a améliorer ce résultat
dans le théoréme qui suit en montrant P'existence dans Cr(¢g, d) d’un point
critique de type m.p.e.

THEOREME IV.1 (voir [9]). Soit (eg,e1,d) une m.p.c. pour ¢ €
CHE(p)r,R). Alors Cr(¢x,d) contient pour f suffisamment petit dans
E(p)1 et a € R\ Z5Z, un point yo de type m.p.e. tel que eg — 4, Yo.

Le théoreme suivant nous renseigne sur la géométrie au voisinage d’un
point critique de type m.p.e. Rappelons d’abord que iy et nj désignent
I'index et la nullité de la forme quadratique Qy, définie sur E(2), associée
au hessien de ¢y.

THEOREME IV.2. Siy est un point critique admissible de ¢, de type
m.p.e. alors

(1) ix(y) <1 <ix(y) + nig(y). En d’autres termes, l'index est 1 siy est
non dégénéré (ny = 0) et peut étre nul sinon.

(ii) Siir(y) = 1 alors il existe un voisinage W de y dans E(p)y, tel quey €
P pour toute composante connexe par arcs P dans d)d intersectant W. De
plus, on a exactement deur composantes connexes par arcs différentes, P~
et Pt dans qu ayant y dans leur fermetures et représentées respectivement
pary — z1 et y + z1, ou z1 est la fonction propre de Q) associée a l'unique
valeur propre A1 < 0.
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Le théoreme suivant est basé sur un lemme de décomposition de Bott

(voir [5], [9]).

THEOREME IV.3. Sii, = 1 et 21 est la fonction propre de Q. associée
a la valeur propre négative alors on a

(a) k=1 et z1 est T-périodique, ou bien
(b) k=2 et z; est T-antipériodique, i.e. z1(t +T) = —z1(t) p.p.

En ce qui concerne le groupe d’isotropie d’un point critique de type
m.p.e. on a

THEOREME IV .4 (voir [9]). Soit (e, e1,d) une m.p.c. pour ¢p avec k
pair et Zeg D gZ telle que tous les points de Cr(¢y,d) soient admissibles.
Alors siyg € Cr(¢g,d) est de type m.p.e. tel que eqg —¢, Yo et siik(yo) =1,
on a ZLyg = k7.

Pour 'admissibilité d’un point critique ou d’une solution, voir la défini-
tion III1.2.1 avec kT au lieu de T
Les théoremes IV.2-1V.4 nous permettent d’établir le résultat suivant :

THEOREME IV.5. Siyo est point critique de ¢, , ko € N*, tel que tous
les points de Cr(¢r,, r,(Y0)) soient admissibles alors pour tout o € R\ 757,
k € N*, et f suffisamment petit dans E(p); il existe au plus un j € N* tel
que yo soit de type m.p.e. pour ¢;.

Enfin le théoréme IV.1 (résultat d’existence) et le théoreme IV.5 (résultat
d’unicité) nous donnent le résultat principal suivant :

THEOREME IV.6. Sous les hypothéses du potentiel V et f suffisamment
petit dans E(p)y, il existe, pour tous k € N* et a € R\ J=Z, une solution
xy de (e;) telle que les xp, k € N*, soient deux a deuxr géométriquement
distinctes.

En effet, ces solutions correspondent aux points critiques donnés par
le théoreme IV.1 et le théoréeme IV.5 nous montre que ces dernieres sont
géométriquement distinctes.

V. Cas ou le potentiel V' est sous-quadratique

V.1. Ezistence de solution. On travaillera avec r = 2. Le potentiel V'
est dit sous-quadratique si et seulement si

(14) IB>0etc:VtER, Vo eR?™, V(t,z)< §\|x||2+c.

Notons u = T/o(T, «) avec o(T, ) = || L1022

THEOREME V.1.1. Sous les hypothéses (0) et (14) le probléme (e) admet
au moins une solution pour tout T € (0, u/f).
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Démonstration. On procede de la méme maniere que dans le cas
sur-quadratique en faisant la transformation (9) (voir [5]). On montre que
¢ est coercive pour tout T € (0, u/3) et admet donc une suite minimisante
(2n)n. On montre comme dans le cas du minimum local avec potentiel sur-
quadratique que ¢(Z) = infzeLg(R/TZ) ¢(z) avec z € LA(R/TZ). Par suite, Z
est un minimum global de ¢ et donc un point critique de ¢ dans L3(R/TZ);
il lui correspond un minimum global, donc un point critique ¥y = z — f de
¢ dans L3(R/TZ) et une solution T = —Lr,y de (e) dans W22(R/TZ)
avec T € (0, u/B3). Ainsi sous les hypotheses de V' le probleme (e) admet au
moins une solution pour tout 7" € (0, /3). m

Dans le cas ou f =0 et V vérifie, en plus des hypotheses précédentes,

(15) V(t,z) >

(resp. fZ0et V(t,x(t)) = V(

x
n’est pas triviale pour tout 7' € (
voir [5]).

Dans le cas ou o € (—n/T,7/T), on a 'estimation

Q(T7 a) < T2/(47T(7T - ‘05|T)),

%||:c||2 pour z assez petit et v constante > 0

(t))) on montre (voir [2]) que la solution T
2

m_a)“u/ﬂ) (resp. T € (0, 1/ 3),

ce qui nous permet d’avoir des expressions plus explicites des intervalles
trouvés ci-dessus (voir [5]). En effet, on a pour tout T € (0, %”(\/042 + 05—

la)) Dexistence d’une solution pour le probleme (e) et d’une solution non
triviale pour le probleme (e) avec f#£0et V(t,z(t)) = V(x(t)), et on a pour
tout T' € (27”(\/7 +a? — 04) 22(\/B 4+ a? — |a])) lexistence d’une solution
non triviale du probleme (e) avec f=0et V qui vérifie (0), (14) et (15).

On peut exprimer les résultats ci-dessus en terme de « (il suffit d’expri-
mer « en fonction de T', voir [5]).

Remarque V.1.1. Les résultats établis dans ce cas sont aussi vrais
dans le cas ou V est seulement continu; dans ce cas, on parlera de I'inclusion
hamiltonienne &(t)+2aJi(t)+0V (t,xz(t)) > f(t), o OV est le sous-gradient
de V au sens de ’analyse convexe.

V.2. Ezistence de solution de période minimale. De la méme maniere
on étudie dans ce cas de sous-quadraticité la minimalité de la période de
la solution Z trouvée. On suppose alors que V (t,z(t)) = V(z(t)) et f =0
et dans ce cas on sait que la solution T n’est pas triviale. On établit le
théoreme suivant :

THEOREME V.2.1. Si V est strictement convexe, vérifie (0), (14) et (15)
et si la solution T est admissible alors pour tout o € (w/T —T~/(4m), 7/T —
TB/(4m)) avec 0 < 3 < v < w? la solution T est de période minimale T
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En effet, pour a € (n/T — Ty /(4m), n/T — T3/(47)), on arrive a avoir
de la méme maniere que précédemment la relation 1 < O(z) < i; + 1. Or
i1 = 0 puisque T correspond & un minimum global, donc O(Z) = 1 et T est
de période minimale T
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