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1. Introduction. Soient K un corps de nombres de degré d et O
I'anneau des entiers de K. On notera K une cloture algébrique de K et
D le discriminant de K. Considérons un polynéome F(X,Y) € K[X,Y],
absolument irréductible, tel que la courbe algébrique C' définie par I’équation
F(X,Y) = 0 soit de genre 0. Notons X' I’ensemble des anneaux de valuation
discrete V, dans le corps des fonctions K (C) de C, qui contiennent le corps
K, et X, I'ensemble des éléments de X qui se trouvent au-dessus de I’anneau
de valuation discrete de K(X) qui est définie par 1/X. On sait d’apres
Siegel ([12]) que si X contient au moins trois éléments distincts, la courbe
F(X,Y) =0 n’a quun nombre fini de points entiers sur K. Toutefois, bien
qu’il est connu qu’on peut calculer un majorant explicite de la taille des
points entiers de F'(X,Y) = 0 sur K ([5], [11]), il n’y a nulle trace dans la
littérature d’un tel majorant. Dans cette note nous calculons un majorant
explicite de la taille des points S-entiers de F(X,Y) = 0 sur K, en réduisant
ce probléeme au probléeme de déterminer les solutions d’une équation de Thue
en S-entiers; puis en utilisant une majoration de la taille des solutions de
I’équation de Thue en S-entiers, die a Gyéry ([2]), on déduit notre résultat.

Soit V(K) = {] |, : v € M(K)} l'ensemble des valeurs absolues nor-
malisées de K ([4], chap. 2, §1). Soit S un sous-ensemble fini de V(K) qui
contient les valeurs absolues archimédiennes. Rappelons que I'anneau des
S-entiers de K est I'ensemble Ox s qui contient les éléments € K tels que
|z|, < 1 pour tout | |, qui n’appartient pas a S. Si v € M(K), on note
d, le degré local correspondant; alors si T = (xg : ... : x,) est un point de
lespace projectif P™(K), posons

Hi (@) =max [ {lzolos-- -, |znlo}® et H(@) = Hg(z)"/".
veEM(K)

On appelle les quantités Hg (Z) et H(Z) hauteur de T (relativement a K
et hauteur absolue de T respectivement. Lorsque x € K, on note Hi (x) =
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2 D. POULAKIS

Hg((1:2)). Soit f € K[X1,...,X,] —{0}. Par hauteur Hg (f) et hauteur
absolue H(f) de f nous entendrons respectivement la hauteur et la hauteur
absolue du point projectif défini par les coeflicients de f.

Soit C': F(X,Y) = 0 une courbe de genre 0 telle que I’ensemble X
contient au moins trois anneaux. Notons NN le degré total de F', s le nombre
des éléments de l’ensemble S et P(S) un entier positif tel que la norme
de tout idéal premier (entier) p de K qui correspond & une valeur absolue
non-archimédienne de S satisfait N (p) < P(S). Alors nous montrons le
résultat suivant :

THEOREME. Sous les hypothéses précédentes la courbe C posséde un
nombre fini de points S-entiers. De plus, si x,y € Ok,s avec F(z,y) =0,
on a

max{Hg (z), Hx (y)}
< exp{ 10N p(gyB00sANTNT Iy |65dsNETE b () 00005 NPT,

Remarques. 1. Dans le cas ou le corps K contient les racines de
I’équation F'(1,Y) = 0, on a une majoration plus précise :

max{Hg (v), Hr (y) }
2 .3 10 2 3 9
< eXp{NQQOOd 3N P(S)”SdN 1D |7dsN 24 (F)zzost 1.

2. Supposons que F' € Q[X,Y]; alors si z,y € Z avec F(z,y) = 0, le
théoreme entraine
NON+10

N 104-3N
max{|z|, ly|} < exp{N" He (F)8000N .

2. Construction d’une fonction qui paramétrise C'. Considérons
F(X,Y) comme polynéme en Y et notons D(X) son discriminant; on a
deg D < 2N?2. Alors il existe une place finie X = x¢, oll £y est un entier
avec 1 < 29 < 2N?, qui est non-ramifiée dans K (C). Par conséquent pour
tout V € X, au-dessus de X = z(, le développement de Puiseux d’une
fonction © (dans une cloture algébrique de K (X)) avec F(X,0) = 0 est

O = iast,,

8=80

ou Xy = X —xg et sg > 0. Comme

F(XV + x9, Z asX‘S/) =0,

S$=S80

le théoreme d’Eisenstein ([8], [10]) entraine qu’il existe un corps de nom-
bres K', avec [K' : K] < n, tel que as € K’ (s = S50, 850+1,--.) €t son
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discriminant Dy vérifie 'inégalité
(2.1) |Dger| < NOOINT| Dy [N F e (F)SSNT
Comme ays € K' (s = 850, 8s50+1,---), il en résulte que pour tout V € X,
au-dessus de X = z, le diviseur V' est défini sur K’ ([9], page 186).

SiU € X et f € K(C) notons ordy (f) l'ordre de la fonction f en U. Soit
W un anneau de X' au-dessus de X = xo. Considérons le K-espace L(WW)
des fonctions f € K(C) telles que ordw (f) > —1 et ordy (f) > 0, pour tout

élément U de X autre que W. La dimension de L(W) est 2. D’apres [9],
théoréeme A2, il existe des polyndmes

g(X) =) X' et (X,Y)=) ;XY (i=1,2)
A

()
avec
(2.2) degq < 2N3, degyc; < 5N3, degy ¢; <n,
et

(2.3)  H(cy;) < NN g(F)ONY - H(q) < NN H(F)?N'
tels que les fractions

représentent une base de 'espace L(W). Le diviseur W est rationnel sur
K’. Alors le théoreme B2 de [9] entraine que les coefficients des polynomes
q(X) et ¢;(X,Y) se trouvent dans K’. Comme la dimension de L(W) est
2, une des fractions (2.4) représente une fonction 7' € K’'(C) non constante;
on a donc ordy T = —1. Ceci entraine K'(C) = K'(T).

3. Les zéros et les poles de X. Comme XeK'(T), il existe des
éléments a,aq,...,as,b1,...,b; de K tels que

X=a(l —a)... (T —ay)/(T —by)...(T —b,).

Alors on a ordyy X = s —t. D’autre part, la fonction X n’a ni zéro ni
pole en W. 1l en résulte que s = t. D’apres nos hypotheses, Y, contient
au moins trois anneaux distincts; alors s = ¢t = n > 3 et au moins trois
des nombres by, ...,b; sont deux-a-deux distincts. Considérons des coor-
données homogenes (x : y : z) et notons T}, et Fj, les homogénisés des T'
et F'. Les zéros de la fonction X sont les couples (0,y), ou F(0,y) = 0 et
éventuellement quelques points a 'infini, (z : y : 0) avec Fj(z :y : 0) = 0.
On déduit donc que les nombres a1, ..., ay,, b1, ..., b, sont parmi les nombres
T(0,y) avec F(0,y) =0 et Tp(z :y: 0) avec F(x : y : 0) = 0. En utilisant
(2.2) et (2.3) on trouve

(3.1) H(a;), H(b;) < N2ONZH(FPTBNT (=1, n).
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Posons f(T) = (T—a1)...(T'—ay) et g(T) = (T'—by) ... (T —by,). Alors
I'inégalité (3.1) et le théoreme 5.9, page 211 de [14], entrainent
(3:2) H(f), H(g) < N**NH (RN

Comme K'(C) = K'(T), les coefficients des af(T') et g(T') se trouvent
dans K’. Soit z tel que F(1,z) = 0; alors on a a = ¢g(T'(1,2))/f(T(1,2)).
On en déduit que

(3.3) H(a) < NT35ON™ f([)950N*"

4. Calcul d’un discriminant. Soient p1,..., 0, les différentes racines
de Fj(1,Y,0) = 0. Posons L = K'(o1,...,0,). Dans cette section nous
allons calculer une majoration pour le discriminant Dy de L, que nous
allons utiliser dans la section suivante. Soit § le plus petit entier positif tel
que les nombres do1,...,d0, soient des entiers de L. Posons

F(Y)=(X —d01)...(Y —dou)

et notons D(Fy) le discriminant de Fy(Y'). La formule de transitivité des
discriminants entraine

D] < [Dgr™" [Ng (D(F1))™
D’autre part, on a
[N (D(FY)] < Hie (D(F1) < NV Hie ()™
Il en résulte que
(4.1) 1D < N7 | Dy [P Hie (Fy )2V
Considérons le polynome
F(Y)=(Y —do1)...(Y —don),

ol 91,...,0, sont les racines de F}(1,Y,0) = 0 avec multiplicité. En utili-
sant le théoreme 5.9, page 211 de [12], on déduit

0 < Qd”_l(lrgiaSXM{H(Qi)})d" < N2WNHp (F)™.
Il en résulte que

Hi(F{) < 8" Hy(F) < N**N* Hye (F)24N° |
Alors la proposition 2.4, page 57 de [4], donne
(4.2) Hy(Fy) < AN Hy(F)) < N3N [ (F)yWN
Les inégalités (2.1), (4.1) et (4.2) entrainent donc

NN+7|DK‘NN+1HK(F>5OdNN+7 )

(4.3) |Dyp| < N6354
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5. Démonstration du théoréme. Notons Og- ’anneau des entiers de
K’ et S’ 'ensemble des valeurs absolues de K’ qui prolongent les éléments
de S. Considérons les homogénisés fr(X,Y) et gn(X,Y) des polynomes
f(T) et g(T) respectivement. Soit d le plus petit entier positif tel que
0fn,0gn€0K/[X,Y]. Le théoreme 5.9, page 211 de [14], et les inégalités
(3.2) et (3.3) donnent

(5.1) § < N8100dN15HK(F)1100N15 _

Les polynomes f, et g, n’ont pas de facteur commun; alors leur seul zéro
commun est (0,0). Le théoreme IV de [6] et les inégalités (3.2) entrainent
qu’il existe des polynémes Py, P», P3, Py dans Ok/[X, Y], des entiers positifs
g, C et u, v dans Ok tels que

(5.2) Pi(X,Y)0afn(X,Y) + Py(X,Y)0gn(X,Y) = X°u
et

(5.3) Py(X,Y)dafn(X,Y) + Py(X,Y)ogn(X,Y) = Y,
avec

g, < (8n)4 et HK/(U),HK/(U) < 2
ou
0= N7-109d2N22HK(F)s-loSdN22 )
Soit z,y € Ok,g avec F(xz,y) = 0. Alors il existe ¢t € K’ tel que z =

af(t)/g(t). On peut écrire t = &/n, ou {,n € Ok et le plus grand commun
diviseur des &, i divise un entier @ de O, avec

NK/(Sp) < ’DK/|hK,(hK/_1)/2 7

ou hk est le nombre des classes de K’'. Alors on a = = afn(£,n)/9n(&,n).
On déduit de (5.2) et (5.3) que dgn(&,n) | €5u et Sgn(€,m) | ncv; il en résulte
que

dgn(&,m) | gmax{eChyy

Soit s’ le nombre des éléments de S’. On sait, d’apres [1], qu’il existe
une base €1,...,e4_1 de la partie sans torsion du groupe des S’-unités de
K’ avec

(5.4)  H(e;) < exp{(sNN° | D|N Hy (F)$N" log P(S5))*"} .
Alors il existe une S’-unité ¢ telle que la couple (£g,ne) est une solution de
I’équation
Sgn(E,H) = A=¢e} ...52?':11B,
avec 0 < rq,...,rgy_1 <n—1et BEOK tel que

NK/(B) < 92‘DK/|211n4h§<’ .



6 D. POULAKIS

Soit ||B]| la plus grande des valeurs absolues des conjugués de B. En vertu
du lemme 3 de [3], on peut supposer, sans restreindre la généralité, que

|B|| < Ng+(B)Y exp{dn(25d*n®)¥" Ry},
ol Ry est le régulateur de K'; il en résulte que
(5.5) H(B) < Ng+(B)Y4 exp{dn(25d®n*)™" Ry } .

D’apres le §3, le polynéme g(7') a au moins trois racines distinctes. Sup-
posons que K contient les racines de 1’équation F'(1,Y") = 0; par conséquent,
g(T) se décompose dans K. Le corollaire 1.1 de [2] entraine donc

(5.6) max{Hy (), Hyr(ne)} < exp{(25dsN2)105" % (R hye )56
x P(S)10° (1 4 log dH (g)H(A))}.
On sait, d’apres [13], que

(5.7) Ry < 39 (dn)?| D |V max{1,log | Dg |} ;
aussi les résultats de [7] impliquent que
(58) hg < 3‘DK/|dn

Alors les inégalités (3.2), (5.1) et (5.4)—(5.8) entrainent
(5.9)  max{Hg (&), Hr(ne)}

< eXp{N289Od2s3N10P(S)llst2 ’DK|7dsN3 HK(F)2203dN9} '
Comme = = afp(&e,ne)/gn(&e, ne), (5.9), (3.2) et (3.3) entrainent

(5.10)  max{Hg(z), Hx(y)}
< exp{N2900d253N10P(S)llst2 ’DK|7dSN3 HK(F)QZOSdNQ}

ce qui démontre la remarque 1. Supposons que K ne contient pas les racines
de g(T'). Alors en considérant L a la place de K et en utilisant les majora-
tions (4.3) et (5.10) nous déduisons le résultat.

REFERENCES

[1] B. Brindza, On the generators of S-unit group in algebraic number fields, Bull.
Austral. Math. Soc. 43 (1991), 325-329.

[2] K. Gyd8ry, On S-integral solutions of norm forms, discriminant forms and index
form equations, Studia Sci. Math. Hungar. 16 (1981), 149-161.

[3] —, On the solutions of linear diophantine equations in algebraic integers of bounded
norm, Ann. Univ. Budapest E6tvos Sect. Math. 22-23 (1970-1980), 225-233.

[4] S.Lang, Algebraic Number Theory, Addison-Wesley, 1970.

[5] —, Fundamentals of Diophantine Geometry, Springer, New York, 1983.

[6] W.Masser and G. Wiistholtz, Fields of large transcendence degree generated by
values of elliptic functions, Invent. Math. 72 (1983), 407-464.



POINTS ENTIERS 7

[7] M. Newmann, Bounds for the class numbers, in: Theory of Numbers, Proc. Sym-
pos. Pure Math. 8, Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1965, 70-77.

[8] W. M. Schmidt, Eisenstein theorem on power series expansions of algebraic func-
tions, Acta Arith. 56 (1990), 161-179.

[9] —, Construction and estimation of bases in function fields, J. Number Theory 39
(1991), 181-224.
[10] —, Integer points on curves of genus 1, Compositio Math. 81 (1992), 33-59.

[11] J.-P. Serre, Lectures on the Mordell-Weil Theorem, Vieweg, 1989.

[12] C. L. Siegel, Uber einige Anwendungen diophantischer Approzimationen, Abh.
Preuss. Akad. Wiss. 1929.

[13] —, Abschitzung von Finheiten, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math.-Phys. Kl. IT
1969 (9), 71-86.

[14] J. H. Silvermann, The Arithmetic of Elliptic Curves, Springer, New York, 1986.

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE DE THESSALONIQUE
54006 THESSALONIQUE, GRECE

Recu par la Rédaction le 1.7.1992



