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4. There exists a function fePR which cannot be majorized by any
function ge R. This means that

ITlgeR-= -%‘[weD*(f) () >y (@)}

5. If the set D*(f) is the complement of a recursively enumerable
set, and f can be extended to a function gePR, then f can be extended
to a function he R.

From this it follows that if D*(f) is & computable set and fe PR,
then f can be extended to a computable function.

6. Tho class PR is closed under the operation of substitution, but
is not closed under the operation of minimum. Namely thero oxists
a function fePR such that setting f,(z)=f(n,») we find that the function

g(n)=the smallest x such that xe¢D*(f,) and f(n,x)=0
is not partially recursive. '

1. ¢ ¢,fePR, X is a recursively enumerablo set X .D*(f), and
X D(g), then both the sets f(X) and ¢ '(X) (image and counter-image
of the set X) are recursively enumerable. In particular the sot D(f) is
rocursively enumerable provided that fePR.

Using partially recursive functions we can define in a very simple

way some recursively enumerable sets. E.g. if F,(z) is the universal
tunction for the class of primitive recursive functions and we put

f () =F,{(mina)[F, (2) > n2]),

then the set D(f) is a simple set (4. e. a recursively enumerable set with
infinite complement which intersects all infinite recursively enumera-
ble sets?)).

2) The definition and the first example of a simple set was given by Post.
The example of Post is more complicated and obtained in a different way. See
E. L. Post, Recursively enwmerable sets of positive integers and their decigion pro-
blems, Bulletin -of the Am. Math. Soc. 50 (1944), p. 310.

UBER EINE FIGENSCHAFT
DER SINGULAREN KARDINALZAHLEN
VON

(4. FODOR uvnD L. KETSKEMETY (SZEGED)

Aus einem Jourdainschen Satzl) kann folgende Behauptung
hergeleiteten werd: '

Wenn N, eine singulive Kardinalzahl und o, die kleinste mit w, kon-
finale Anfangszahl ist, dann. isi

N >N,

T diesem Artikel geben wir einen direkten, einfachen Beweis dieser
Bohauptung an.

Boweis. E sei eine Menge von der Michtigkeit N,. Betrachten
wir die Menge H simtlicher Teilmengen von E, die die Michtigkeit N
haben. Offenbar ist H=N37. Nehmen wir an, dass N¥F=N, ist. Sei

(1) HyHyyooo By Hoprsoo By (E<w,)

eine wohlgeordnete Folge vom Typus o, simtlicher Elomente von H.
Sei y, ein beliebiges Element von H;. Wihlen wir aus H, ein Element
y,, das micht y, gleich ist. Hat H, kein solches Element, so sei y, ein
beliebiges Element von H,. Nehmen wir an, dass wir y, schon fiir jedes
£<y<w, definiert haben. Dann sei y, ein von jedem y, (§<<y) verschie-
denes Element von H,; wenn H, kein solches Element hat, sei y, ein
beliebiges Blement von H,. Setzen wir dieses Verfahren fitr jedes y<w,
fort. Offenbar die Folge ¥, enthilt dann N, verschiedene Elemente.

Wir definieren. eine wohlgeordnete Folge vom Typus w,

(n<w,)

dor Elemente von E folgendermassen. Sei #;=1y;- Haben wir schon jedes
x, tiir <8 definiert, so definieren wir 2, als das erste von allen diesen
x, verschiedene Element der Folge ¥;.

Bezeichnen wir mit ¥ dic Menge derjenigen Elemente H, der Folge
(1), zu denen Blemente von (2) mit beliebig grossen Indizes gehdren.
Offensichtlich hat N die Michtigkeit ¥,. Jedem Element H, von N sei
nun Y=z, zugeordnet. Aus der Konstruktion von (2) erhellt, fia,ss diefse
Zuordnung eine eineindeutige Abbildung zwischen N und einer Teil-
menge T von (2) von der Michtigkeit N, ist.

1) Ph. E. Jourdain, Quartery Journal of Mathematics 39 (1908), p. 375-384.

(2) By, By By ey Doy Lapiry e g Tyae o
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N

Betrachten wir eine Teilfolge ¥, von 7' vom Ordnungstypus wp, in
welcher Blemente von (2) mit beliebig grossen Indizes vorkommen. Sei
N, die Menge ihrer simtlichen Teilmengen von der Michtigkeit N,.
Offenbar ist N,=2%. Darum kann keine eineindeutige Abbildung zwi-
schen N, nnd 7, bestehen, was — wegen N,CN — ein Widerspruch ist.
Mithin ist unser Satz bewiesen.

SUR LA MULTIPLICATION DES TYPES ORDINAUX
PAR :

J. SLUPECKI (WROCLAW)

Jo vais démontrer eing théorémes sur la multiplication des types
ordingux. Je doiz & W. Sierpidski les démonstrations des théorémes 1
ot 2, le théoréme 5 ot le probléme donné & la fin de ce travail. En formu-
lant les théorémes 3 et 4 j'ai firé avantage d'une remarque de R. Si-
korski. .

THHEOREME 1. Pour un type ordinal quelconque a0 il existe des
types ordinauw o Fo et B£0 lels que
(1) Bra=f-u’.

Démonstration. Soib ¢ un nombre ordinal quelconque de puis-
sance plus grande que celle de a, et s0it o’ =¢-«, ce qui entraitie o'#a.
Soit ensuite f=¢** (w* désignant lo type ordinal inverse au type o de
Tensemble des nombres naturels, ordonnés selon la grandeur). On a done

=" p=¢"" =f£0;
Bra=pf-gra=f(gp-a)=F o

THhoREME 2. Pour un type ordinal quelconque a0 4l existe des
types ordinaux o Fa et fF£0 tels que
(2) wf=a'-f.

Démonstration. Soit ¢ un nombre ordinal quelconque de puis-
sance plus grande que celle de a, et s0it ¢ un nombre ordinal tel que
p<w®. Soit ensuite o' =a-¢ et f=w"". On a donec

o' F#a;
w¥ w¥ .
pef=p e = =05
a-f=a:(p f)=ap-f=0' -
Lo théoréme 1 se laisse préciser de la maniére suivante:

THEOREME 3. Powr un type ordinal guelcongue a0 il existe wun
type ordinal o' #a tel que

{3) 7 a=n-a

(n dédsignant le type ordinel d’ensemble des nombres rationnels ordonnds
selon la grandeur), N )


GUEST




