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The logarithm of the likelihood function of this mafrix iy, according
to the multinomial law,

s s . 8
(8.5) logL=Tog(N!) — > > (myl) ~ My 10g Py
i=14=1 =14

i
-

The estimators p; are found by putting
(8.6)

gubject to the side relations (8.2). Introducing the Lagrange multipliers
1,0,...,1, we arrive at the equations

(8.7) gy =1y

Summing over § and taking into account (8.3) as well as (8.2), we find
ly=mn, (7=1,2,...,8)

and, consequently,

; Mgy

p.' = —
Ty

(8.8) (4,§=1,2,...,8).
The estimator of the probability of transition from state ¢ to state § is
is the relative frequency of changes issuing in state § among all changes
starting from state ¢. This regult was first obtained by V. I. Romano vski®)
The expectation and the sampling variance of p; are, respectively,
N R 1
(8.9) Bpy=mpy and Vpy= + P (L—py)-
3
The estimator @ is thus unbiased and consistent.
' The obgervation matrix (8.4) being given, we can by virtue of (8.8)
estimate the transition matrix (8.1). By means of the x® criterion the
hypothesis can be tested that an observation matrix (8.4) is the result

of the realization of a simple Markov chain with some theoretical transi-
tion matrix (8.1). In this case

8 . . 2

(8.10) e N (=90 Pyy)
2 2 N Dy

the number of degrees of freedom being s*—1.

5) B. M. Pomanoncrult, Juerpemnote yenu Maproaa, Mockna-Jlewnnrpag 1949,
p- 393.

SUR LE COLORIAGE DES GRAPHS
PAR

J. MYCIELSKI (WROCLAW)

Un graph fini est un ensemble fini (situé dans lespace euclidien
4 trois dimensions) de points dont cerbaing sont joints par des ares
simples gqui n’ont pas de points communs (sauf — peut-étre — de points
finaux)'). Un graph composé de trois points joints deux-a-deux s'appelle
un triangle. ‘

Colorier un graph auw moyen de n couleurs — veutb dire — peindre
chacun de ses points par une de ces couleurs, les points joints par un
arc simple étant puints de couleurs différentes.

(Il est évident quwun graph qui contient m points joints deux-a-deux
ne peut pas étre colorié par moins que m couleurs. Je me propose de dé-
montrer dans cetbe note quwun théoréme inverse serait faux. En effet
je vais prouver le théoréme suivant:

THEEOREME. Pour chaque nombre naturel m il ewiste wn graph ﬂm
ne contenant aucun triangle, qui ne peut pas dire colorié au moyen de n cou-
Tewrs. .
Démonstration. Powr n=1, deux poinfs joints par un arc simple
sont un exemple d'un tel graph. .

Dégignons par di,...,a, les points d’un graph A ne contenant pas
de triangle, qui ne peut pas &tre colorié par n couleurs. Nous allons con-
struire un graph A* qui ne contient pas de triangle et qui ne peut pas
dtre colorié par n-+1 couleurs.

DESIgNONS PAT Gy, ..., 0, 1o suite de tous les points du graph A
qui sont joints auw point 4.

Ohoisissons dans Uespace un ensemble de m--1 points: Gy iyye s ey Omy
qui est disjoint avee le graph A.

Joignons par des aros simples chacun des POINGS Gy, -y Og, B0 POING
, (pour i=1,...,m). Joignons encore chacun des points T
point aq. !

1) 11 est dvident gu'un graph fini consbitue un moddle d'une relation symétri-
que ot antiréflexive définic dans un ensemble fini. Ainsi cet article pourrait étre
éerit en termes d’algdbre de relations, comme p. €x le travail de K. Zarankiewiez,
Qur les relations symétriques dons Vensemble fini, Colloquinm Mathematicum 1 (1947),
p. 10-14.
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Le graph ainsi obtenu, aux points @y,...,Gm,0,.-., G, 5era désigné
par A* (voir la figuré).

a,

d4

a, a,

@ az

nef a-2 n-3

A* ne contient pas de triangle:

A mne contenant pas de triangle la suite a,,...,a,, ne contient
aucune paire de points joints entre eux. De 14 aucun des points aj,...,a,,
n’est pas angle d™un triangle. .

A* ne peut pas &tre colorié par n-+1 couleurs:

Affirmons le contraire. Le graph A ne pouvant pag 8tre colorié par n
conleurs, quelle que soit la maniére avec laquelle il est colorié par n--1
counleurs, il contient une suite de points a,,...,a,,,, coloriés par toutes
les n+1 couleurs et dont chacun est joint & des points colorids par toutes
les couleurs usitées, différentes de .la sienne.

11 est évident que le point a doit étre colorié de la méme couleur
que le point a, puisqu’il est colorié par l'une des -1 couleurs usitées.

Or le point a, est joint & tous les points ag,...,a,,,, ce qui méne
4 une contradiction puisque ceux-ci sont coloriés par toutes les n-+1
couleurs.

Le théoréme est ainsi démontré. La construction faite dans la dé-
mongtration donne un graph composé de 82" —1 points. Or, le probléme
suivant s’impose:

P 130. Exigte-t-il un graph composé d'un nombre de points plus
petit que 3-2""'—1, qui ne contient aucun triangle et qui ne peut pas
étre coloxié par n couleurs?

Appelons ¢ireuit une suite ay,a,,...,a;, de points d’un graph lorsque
les points a, et a;, a; eb ay,...,4, et a; sont joints.

Le probléme suivant est une généralisation du probléme résolu dans
ce travail: '

P i31. Existe-t-il pour chaque couple de nombres naturels = et

m 23 un graph fini qui ne peut &tre colorié par » couleurs et qui ne con-
tient, pour k=3,4,...,m, auveun circuit & % points.

icm

UNE SIMPLE DEMONSTRATION DU THEOREME

DE CANTOR-BERNSTEIN
PAR
M. REICHBACH (WROCLAW)

Le théoréme en quegtion peut étre formulé comme suit:

f dtant une fonotion ddfinie dans un ensemble M, biunivoque, telle gue
F(MYC M, il emiste, pour tout ensemble BC M —f(M), une fonction f
biunivoque telle que f*(M)=E+f(M). ‘

Il sera démontré que la fonetion

- i pour ®€8,
@ f(m)z{f(m) pour wxeM—8
o
(2) S=B+f(B)+{{E)]+...

satisfait ouzx conditions de lo thése.

Démonstration. Daprés I'hypothése sur F et sur f(M), on a
HECHM, f[/{(E))CH et ainsi de suite. On a done, d’aprés (2), SC M,
o’est-d-dire .

(3) M=84(M—8).

Il sensuit également de (2) que f(8)=7(E)+/[H{E)]+..., Aol
B+1(8)=4#8, ce qui entraine d’une part
(4) S+HF(M—8)=B-+H(8)+f(M —8)=E-+f[8+(M—8)}=E-+f(H),
o Ie dernier signe d’égalité résulte de (3), et d’autre part
(8) H(M)—S=f(M)— [B+F($)]=F(M)—E—F(8)=HM)—(8)=H(M—8),
oil Pavant-dernier signe d’égalité résulte de hypothése sur B et le der-
nier — de la biunivocité de f. L
D’apros (1), la fonction f* est binnivoque dans les engembles digjoints
8 et M —&, puisque f Vest dang M —8 par hypothdse. Les ensembles. i gS)
efi f'(M—@§) sont aussi digjoints, car, d’aprés (1), le premier coincide
avec § et le seoond avec f(M—8), done avec f(M)—8 en vertu de (5).
1l en résulte d’aprés (3) que la fonction f* est biunivoque dans l'ensemble
M tout entier. Bofin, I'application siccessive de (3), (1) et (4) donne

F(M)=1"(8)+ f* (M — 8)=8+f(M— 8)=E+{(M),

c. q.f d.
1n=*
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