POINTS-LIMITES BT POINTS DE CONTINUITE
PAR
B. KNASTER, J. MIODUSZEWSKI et . URBANIK (WROCLAW)

On appelle poini-limite d’une fonction f définie dans wun ensemble B
tout point # ¢ B en lequel il existe la limite commune 7 4 foutes les suites
de valeurs f(z), f(#,),... que cette fonction prend dans des suites quel-
conques &, #;,... de points de F qui convergent vers le point @. Si, en
outre, f(2)==l, le point = est dit point de continudlé de la fonction f.

I’aprés un théoréme important, la condition suivante est & lu fois
suffisante et nécessaire pour qu’une fonction réelle d’une variable réelle
soit de I™ classe de Baire, c'est-3-dire limite d’une suite de fonctions
continues:

L. Quel que soit Vensemble fermé F, la fonotion partielle {\F a dans F
un point de continuile.

Ce théordme reste vrai — comme on sait — lorsque les valeurs &

de la variable constituent un espace X métrique complet quelcongue
et celles y=7f(s) de la fonction sont des points d’un espace <Y métrique
séparable!). On sait aussi qu'il suffit d’admettre lexistence d'un point
de continuité de la fonction partielle fIF dans tout ensemble parfait FCX,
car la condition ainsi modifide équivaut & I (fout ensemble parfait étant
fermé et tout ensemble fermé imparfait contenant des points isolés, done
qui sont des points de continuité de toute fonetion)?). Enfin, la propriété
nécessaire des fonctions f de T™ classe, & savoir que Vensemble f~'(X)
soit un F, pour tout ensemble ouvert ¥ C Y, reste encore suffisante dans
des cas bien généraux®); nous allony donc entendre dany la suite les
fonetions de I'® dlasse comme définies par cete propriété.

E. Marczewski a posé récemment le probléme, si le théordme
en question subgiste encore en remplagant dans la condition I point de

continuitd paxr point-limite. Nous allons montrer que la xéponse est affir-
mative:

Y} Voir par exemple C. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matema-
tyezne XX, 3me gdition, Warszawa 1952, p. 826. La condition I reste d’aillewrs
suffisante, sans &étre nécessaire, lorsque X et <Y sont des espaces métriques guel-
conques (voir ibidem, p. 301, théordme 2).

%) Ibidem, p. 302, remarque 2.

3) Ibidem, p. 298.

icm

165

COMMUNICOCATTIONS

——

o 4tant un espace métrique complet, la condition I modifiée
de cette manidre entraine la primitive (I'implication inverse étant &vi-
demment triviale pour % métrique arbitraire). Nous montrerons cepen-
dant davantage, & savoir qu'il en est encore de méme en remplagant
point-limite par point-limite unilatéral. C'est la réponse affirmative (géné-
ralisée) & la question ajoutée par 8. Hartman pour le cas des fonctions
réelles d'une variable réelle.

La notion banale d’intervalle d’un ensemble fermé F de nombres
réels ef, par suite, celle de point-limite wunilatéral ze F de la fonetion par-
tielle f|F, se laissent étendre de plusieurs facons aux ensembles F situés
dans des espaces X métriques arbitraires. Nous adoptons ici les défi-
nitions suivantes des points-limites et points-limites unilatéranx d’une
fonetion définie dans un ensemble H, formulées par E. Marczewski
d'une fagon si générale que ces points peuvens appartenir & £ — F
(T~ désignant la fermeture) *):

DREPINITIONS. Un point ze% est point-limite de la fonction f défi-
nie dans B, ot BCX, lorsqu’il existe pour tout ¢>0 un ensemble ouvert
UCX tel que 2eE-U et 6{f[E-U—(m)]}<a, § désignant le diamédtre.
TUn point #.est point-limite undatéral de cette fonction lorsqu’il existe
un ensemble ouvers VCX tel que # est un point-limite de la fonetion
partielle fl8-V. v

En vertu de la premidre de ces définitions, tout point-limite d’une
fonetion f définie dans M, ot EC M CE, 'est & plus forte raison de f\E,
oar well U entraine weB-U et ECM entraine S{f[E- U~ (@)} <
s{fiM -U—(m)]}. TI en résulte aussitot d’aprés la seconde (en posant
M=%V) que tout point-limite unilatéral d’une fonction f définie dans
E Dest de fIB, car B- VCE-VCE-V. Les réciproques ne sont pas vraies.
On a cependant le

TewwE. Si H 40 est un ensemble ouvert dans H, tout point-limite uni-
latdral @ de la fonetion fLH Dest en méme temps de lo fonetion fIH.

Xn effet, nous venons de voir que toub point-limite unilatéral 2
de flH Pest de flH (Pensemble H ayant &6 désigné par H). Il existe
done par définition wn engemble owvert WC X fel que est un point-
Jimite de flH-W. L’ensemble H étant par hypothdse ouvert dans F,
cest-a-dire de la forme H=E ¢ ot GCX est un ensemble ouvert, 'en-
semble V=G W est ouvert et # est un point-limite de flB-V, puisque

4 Autres notions ayant cetle propriété ont été introduites récemment par
W. W. Blodsoe dans sa note Neighborly functions, Proceedings of the American
Mathematical Society 3 (1952), p. 114 et 115. Llles sont voisines, mais non équi-
valentes, & colles adoptées par nous ot leur bub est différent.
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HW=E-G-W=E-V. Le point # est donc un point-limite unilatéral
de f|E, c.q.f d.
Il v a trois remarques & faire:

1° 11 résulte des définitions qui précédent que, X et U étant des
espaces métriques quelconques, tout point de continuité de f en est un
point-limite et (en posant V=) tout point-limite de f en est un point-
-limite unilatéral — comme dang Pespace X des nombres réels. Mais la
réciproque n’est pas vraie.

2° Aussi le lemme ne §’applique aux points-limites ni & ceux de
continuité qu’s condition de remplacer H par H dans son énoncé.

3° En particulier, pour X étant lespace des nombres réels, la déhi-
nition du’ point-limite unilatéral adoptée par nous me coincide exacte-
ment avec celle au sens ordinaire (de gauche ou de droite) qu’en postu-
lant que V soit un ensemble non seulement ouvert, mais encore connexe
(donc un ‘intervalle). Elle est par conséquent moins restrictive que la
définition usuelle, ce qui rend la solution annoncée duw probléme encore
plus générale.

Pour en donner un exemple, tout point (0,y), ott —1<Cy <1, est un
point-limite unilatéral (de droite) de la fonction f(»)=sin (n/2) ob O<o<1
dans le sens admis par nous, sans ’étre dang le sens ordinaire.

TEdoREME 1. 8¢ Pensemble des points-limites unilatérava & wne
fonetion f definie dans un espace X mdtrigue complet est dense dans X,
oelui de ses poinis de convinuité est dgalement ®). ‘

Soit, en effet, G, CX un ensemble ouvert arbifraire. Il existe done
par hypothése un point-limite unilatéral z,e@, de la fonetion f=foX.
I en résulte par définition I’existence d'un ensemble ouvert V,CY tel
que #, est un point-limite de la fonction f|V,. En posant e=1, il existe
par conséquent un ensemble ouvert U, tel que #,¢ ¥, Uy et que
6{}[70:- U‘,-—(mo)]}< 1. L’ensemble Gy ¥V, U, est ouvert et il n'est pas
vide, car sa fermeture me lest pas, puisqu’elle .contient le point a,
appartenant & @, et & ¥,  U,.

Soit ¢;CX un ensemble ouvert non-vide et tel que Gy CGy Vo Uy,
d'out G, CV,- U, (il suftit évidemment de poser G=(m,) dans le cas par-
tioulier ol w, est point isolé). Bn vertu de inégalité qui précéde, on a done

f) dst-a-dire que la fonction f est poncluellement discontinue aw sons de Baire.
La simple démonstration qui suit consiste aun fond 1° & déduire de Ihypothése une
condition convenable, 2° qui implique la discontinuité ponetuelle de la fonetion.

Nous avons retrouvé un cas particulier de Iimplication 2°, & savoir seulement
pour les fonctions réelles d’une variable réelle, dans le livie de W. Sierpinski,
Funkeje preedstawialne analityeznie (en polonais), Lwéw 1925, p. 8, ol elle est d’ail-
leurs établie par un raisonnement analogue (par I'application du théordme ds Cantor).
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A plus forte raison 8{f[Gh— (m)]} <1 et on peut évidemment admettre
que 8(Gy)<1. ' )

Progressons par linduction. Soit, pour ¢>1, G;CX un ensemble
ouvert assujetti aux conditions

(1) 0£GCEHL, () d@a<iT () G @<
satisfaites pour ¢=1. Il existe par hypothése un point-limite unilatéral
@;eG; de la fonction f, d’olt, par définition, l'exisfence d’un engemble
ouvert V,C tel que &; est un point-limite de la fonction 7l V. En posant
g={i-+1)"%, il existe done un ensemble ouvert U; el que z¢ V‘l‘ U, eb
que 8|1V, Ui— (@)1} <(i+ 1)~!. TLrensemble G;-V,;-U; étant”m vert
et non-vide, puisque sa fermeture contient le point z;, la derniére éga-
Lité est satistaite & plus forte raison en y substituant & V- U; un ensem-
ble ouvert non-vide quelecongue Gy, fel que G CG Vi U; et que
6(Gi+1)<('i+1)‘1. Les conditions (1}-(3), admises pour i, se trouvent
done satisfaites pour i--1. o o

La suite infinie {Gi}, assujettie & ces conditions, est alms1 définie.
Llespace X étant complet, elles entrainent en vertu du théoréme de Can-
tor Pexigtence d’un point unique

(4) B @ =«;Ho G¢=ig) &,

~ '

(on a d’ailleurs m=}im #,). Pour montrer que z est un point de conti-

nuité de la fonction?,) c,iol suffit de faire correspondre & tout e>>0 l’ensen?ble
ouvert @; avec i>s""' quelconque, car on a alors en vertu de (3) liné-
galité |f(a')—Ff(#")|<e pour tout couple @',a" de points de cet ensemple‘
En méme temps, veG, en vertu de (4), ce qui achéve la démonstration
du théoréme. :

Il nous reste & en déduire le

TaBORAME 2. Pour les espaces X meétriques complets, la oondition I
équivaut & la suivante: o

TI. Quel que soit Vensemble parfait F, la fonction particlle f|F a dans F
wn pow’ot-limm wnilatdral. N

Limplication I->II est une conséquence directe des déﬁmflons,
méme pour des espaces X et Y métriques arbitraires (remarque 1°).

Pour établir Pimplication IT->I, congidérons un ensepr]e_quelcon«
que H #0, ouvert dans F. En admettant la conditio-n II, 11_ existe don(?
dans H un point-limite unilatéral de la fonction partielle flH, done aussl
de f|F en vertu du lemme (en y posant E=F). L’ensemble F ‘ét.a,n.t ferrgé
par hypothsse, on a HCF. La fonction flF a done un point-limite uni-
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latéral dans la fermeture de tout ensemble ouvert dans F. L’ensemble
de ces points est par conséquent dense dans F. L’espace X étant métri-
que complet, F D’est également. En considérant donc Ia fonetion par-
tielle f|F comme une fonction totale f*, I’ensemble des points de con-
tinuité de f* est dense dans F en vertu du théoréme 1.

Ainsi la fonction f*=f|F a des points de continuité dans lensemble
parfait 7, ce qui équivaut (voir p. 164) & la-condition I quw'il s’agissait
de déduire de II.

COROLLAIRE. Pour quw’une fonction f définie dans wn espace metrigue
complet X et dont les valeurs sont des points dun espace méiriquo sépa-
rable U soit de I"® classe de Baire, il faut et o1 suffit que, guel que soit Pen-
semble parfait FCX, la fonction particlle f|F ait wn point-limite unilatéral
wel. '

En particulier, il en est donc de méme lorsque X =% = espace des
nombres réels, et méme lorsqu’on entend la notion de point-limite umi-
latéral dans nn sens plus faible qu’en analyse classique (remarque 3°).

Bnvisageons, pour terminer, lesquelles des implications établies
exigent I’hypothése que lespace X soil complet — ece que nous dési-
gnerons par —> , et lesquelles sont valables pour des 9 métrigques arbi-
traires — ce que nous désignerons par —».

Soit IIT la condition: f est une fonction de 1™ dlasse de Baire.

Nous avons vu que I—>II (remarque 1°) et que I->IXI (renvoil)).

L’exemple suivant montre que ITI—>I: soient X l'ensemble des nom-
bres rationnels, done un espace incomplet, et f(w)=1/q pour z=p/g, ol p
et g sont des entiers (fonction de Riemann). La condition IXI est safis-
faite, f~' () étant dénombrable, done un F,, quel que soit 9 (et mémo
7 est limite d’une suite de fonctions continues dans &), Cependant la
condition Y est en défaut, puisque f n’a aucun point de continuité dans
F=%, qui est parfait comme dense en soi et fermé (dans ).

Le méme exemple prouve que IT—>I, car la condition' IL est sabis-
faite. Plus encore: tout point d’un ensemble fermé quelecongue FCO
est un point-limite de f[F; il est facile de le voir, Pensemble des points @
pour lesquels |f(«)| dépasse une valeur donnée >0, ¢’est-d-dive olt |g|<s,
étant un ensemble isolé (comme fini).

Enfin, Pexemple qui suit montre que IXI—>II. Partageons lo méme
X en deux ensembles denses et disjoints, 4 et X —.4 (soit 4, par exem-
ple, Vensemble de #¢X pour lesquels ¢ est une puissance entidre de 2)
et posons

0 pour wed,

f(m)={l pour zeX—A4
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(fonetion caractéristique de l'ensemble XY —A). Cette fonction satisfait
3 ITI pour la méme raison que dans l'avant-dernier cas (et elle est éga-
lement limite d’une suite de fonetions continues dans S(), mais elle ne
sabisfait pas & IL, puisgu’elle n’a aueun point-

-limite, méme unilatéral, dans F=. I =z I
En résumé, on a donc le schéma suivant: »Q\\ p-'/'.q
L’aignille en pointillé désigne dans lui le T

probléme ouvert -gue voiei:

P132. La condition II reste-t-elle suffisante pour que la fonction
f soit de I™ classe de Baire lorsque lespace métrique X des valeurs
de la variable nest pas complet (I'espace métrigue %/ gqui contient les
valeurs de f étant supposé séparable)?
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