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ces personnes 4 pour une partie de bridge qui se connaissent
deux A deux, il faut et il suffit que chacune des 99 personnes
en connaisse plus de 66. Si ce nombre n'est pas dépassé, il peut
donc arriver qu'une telle partie de bridge soit impossible.

Exemple 2. 4 estun ensemble de n points dans un espace
euclidien et ¢ la relation d’union par un segment. Pour que
n’importe quelle figure formée de 4 et de quelques segments
unissant ses poinis contienne nécessairement un (riangle & som-
mets sur 4, il faut et il suffit qu’en tout point de A aboutissent
plus de ™/, segments.
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SUR L4 CONVERGENCE UNIFORME
ET LA MESURABILITE RELATIVE

PAR
E. MARCZEWSK] &r M. NOSARZEWSKA (WROCEAW)

Nous énongons dans la premiére partic de notre communica-
tion deux théorémes que nous n’avons pas trouvés dansles mémoires
dont nous disposions; ce sont des compléments de théordmes bien
connus sur la convergence uniforme des suites de fonctions réelles.

‘Dans la deuxiéme partie de la communication, nous utilisons
les résultats ainsi obtenus pour établir un théoréme concernant
les ,distributrices” de fonctions réelles définies sur une demi-droite.

1. Convergence uniforme. Désignons d’une fagon gé-
nérale par <{a, > lintervalle fermé a < x << B,

Considérons les fonctions réelles dans un intervalle fixe

I={a,b>
et désignons par o (f,x) l'oscillation de la fonction f au point xel.

Envisageons les conditions suivantes relatlves A une suite {fa}
de fonctions réelles dans I:

A. La suite {f.} est uniformément convergente dans I.

B. La suite {w{f,)} converge vers 0 partout dans I

C. La suite {f,} converge vers une fonction-limite continue
dans L.

La proposition suivante est une généralisation du théordme
classique sur la continuité de la limite d’une suite uniformément
convergente de fonctions continues.

Théoréme 1. Pour que la limite d'une suite {f.} uniformé-
ment convergente dans I soit continue, il faut ef il suffit que les
oscillations de f, tendent vers 0 partout dans I

En symbole: A - (B 2 C).

Ce théoréme résulte directement du lemme suivant:

Lemme. f, étant une suite de fonctions uniformément conper-
gente vers f dans linterpalle 1, la suite w(f,) tend vers w(f) unlfor-
mément dans I
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Démonstration Posons pour chaque xel et chaque fon-
ction réelle g dans I:

L) = I o — Yo 2+ iy
M, (8, x) = sup g(), M(g, ) = lim M, (g, x).

fely (=)
Evidemment, ¢ étant un nombre réel, on a:
M,(g+c,x)= M, (g,x)+c.
Soit ¢>0. 1l existe, d’aprés I'hypothése de la convergence
uniforme, un entier m tel qu'on ait
flx) —e <fulx) <flx) +e
par conséquent, pour k=1,2,..:
M x)— s =M (f—ex) <M, %) < M(f+ 8, x) = M,(f,x) + ¢
Nous obtenons a ia limite, lorsque k- oo:
[M(f, %) —M{fux)| < e

ce qui entraine la convergence uniforme de la suite M(fy, x) vers
la fonction M(f, x).

Posons de fagon analogue:

m(g, x) = lim [inf g(8)];
bos Far, (x)

on a donc wfg, x) = M(g,x)—m(g, x).

Evidemment, les fonctions m(f,, x) tendent aussi uniformément
vers m(f,x), d’ou résulte le lemme.

Théoréme 2. Pour que la limite d’'une suife {t.}4 de fonctions
monotones dang I soit continue, il faut et il suffit que celte suite

s0it uniformément convergente et que les oscillations des f. tendent
vers 0 partout dans I

pour tout n>m et xel;

pour tout n>m et xel,

.~ En dautres termes, on a pour les fonctions monotones dans I
Péquivalence AB2C,
En effet, limplication AB - C est contcnue dans le théoréme 1,
1’iinplmahon C - A pour les fonctions monotones a été demonirée
par M. Polya ") et Vimplication C-—>B résulte de l’hnplication

B Cf. G. Polyd und G. Szegd, Adufgaben und Lehrahtze aus der Ana- .

lysis, Band I, Berlin 1925, p. 63 et 226, No 127
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précédente et de Pimplication A C— B, contenue egalement dans le
théoréme 1.

Remﬂrque La condition B dans les théorémes 1 et 2 peut
éire remplacée par

B’ La suite {s(f,)} converge vers 0 uniformément dans.L

2. Mesurabilité relative. E étant un ensemble mesu-
rable (L), désignons par mes (E) sa mesure. Sl, pour un ensemble
E de nombres positifs, la limite

mesg (E) = lim L mes (E.{0,n}),
n-»o0 Il

existe, appelons E relativement mesurable et le nombre mesy (E) —
la mesure relative de I 2).

Une fonction réelle f(x) définie pour x>0 s'appellera relati-
pement mesurable lorsque 'ensemble

Elf ) <a]
est relativement mesurable ;om' chaque a réel. On pose alors:
Fo(a) =~ mes {E
Fa )_hmr

) < a]<o,nd}, -
mesR{E [fx) < a]}.

La fonction F s'appelle la distributrice de f %) et F,—Ila
n~iéme distributrice approchée de f. La distributrice et les distri-
butrices approchées sont évidemment des fonctions non-décrois-
santes. On voit aisément que

ofed]-

© (P, 8) = lim [Fn (w%)
hyon
ot Cq 1 1 iy
=lim=mes { | a—3 <flx) <a+ | = -~ mes {Ff~"(a)-<0,np).
koo IV x k k
Par conséquent, si la suite w(F,, a) converge, on a

() lim o (Fy, a) = mese [f ™ (a)).

nyes

M. Kac et H. Steinhaus, Surles fonctions indépendantes (IV) (In-
lerpalle infini), Studia Math. 7 (1938), p. 1. Les fonctions distributrices y sont
appelées ,,distribuantes”™. m\‘

8) ibidem, p. 4. PR AN
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Cette formule et le théoréme 2 enirainent directement le
Théoréme 3. Pour que la distributrice d'une fonction f re-
lativement mesurable (définie pour x> 0) soit continue, il faut et

il suffit que:
(a) la suite des distributrices approchées smt uniformément con-

pergente dans chaque infervalle fini,
(b) mesalf '(a)] =0 pour tout a réel.

Remarque. Daprés la remarque concernant les théorémes
du N, si la condition (a) est remplie, la convergence (+) est uni-
forme dans chaque intervalle fini.

Wroclaw, le 23 janvier 1947,
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SUR DEUX NOTIONS DE FONCTIONS INDEPENDANTES
PAR
S, HARTM AN (WROCEAW),

MM. Steinhaus et Kac!) se servent de la définition
suivante de la notion d’indépendance de fonctions: un systéme (4)
de fonctions réelles fi(x),..,fa(x) mesurables (L) définies dans
Tintervalle (0,1) s’appelle systeme de fonctions stochastiquement
(ou statistiquement) indépendantes si, pour tout systéme de k < n
fonetions fy(x), ..., fy,(x) du systdme (4) et tout systeme E,, ..
dintervalles de l'axe y (ouverts, seml-ouverts ou fermés; flms
ou infinis), on a 'égalité:

) (i B FLHEN =17 B | B,

| | désignant la mesure de Lebesgue,

Les fonctions indépendantes dans ce sens seront dites ici
indépendantes (S).

M. Kolmogoroff? donne une defxm‘uon plus restreinte
de lindépendance de fonctions. Elle différe de celle de I'indé-
pendance (S) en ce que E,..,E. v sont entendus comme des
ensembles arbitraires de laxe y (meme non mesurables),
mais dont les images réciproques f3,'(E)), ... ,f# (Ex) sont mesurables.

Les fonctions indépendantes dans ce sens seront dites ici
indépendantes (K).

M. Kolmogoroff applique sa définition non seulement
aux fonctions réelles d’une variable réelle et a la mesure lebes-
guienne, mais aussi aux fonctions réelles définies dans un espace
abstrait X et & la mesure abstraite # dénombrablement additive,
telle que p(X)=1. Evidemment, la définition (S) se préte a la
méme généralisation et on voit aussitdt que l'indépendance (K)
entraine l'indépendance (S) dans tous les cas.

) M. Kac, Sur les fonctions indépendantes (V), Studia Math. 6 (1936),
p. 47.
H A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Ergebn. der Mathematik, Vol. I (1933), p. 50.
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