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Wykaz oznaczen
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zbior liczb catkowitych

zbior liczb rzeczywistych

zbior liczb zespolonych

przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem
przestrzen ciggow liczbowych sumowalnych z kwadra-
tem

norma w przestrzeni L2(R) lub w przestrzeni [%(Z)
warto$¢ bezwzgledna

suma prosta przestrzeni V' i W

jednostka urojona i = /—1

warto$¢ sprzezona do z € C

sygnal czasu cigglego, t € R

sygnal rewersyjny wzgledem sygnatu f(t), f(t) = f(—t)
odcieta $rodka ciezkosci gestosci energii sygnatu
wariancja gestosci energii sygnatu | f(t)|?

odcieta $rodka ciezkosci widma gestodci energii sygnatu
wariancja widma gestosci energii sygnatu | F(w)|?
sygnal czasu dyskretnego, n € Z

sygnat rewersyjny wzgledem sygnatu f[n], f[n] = f[-n]
odpowiedz impulsowa filtru cyfrowego

odpowiedz impulsowa filtru cyfrowego rewersyjnego

wzgledem filtru h[n]; h[n] = h[—n]

odpowiedz impulsowa filtru z ,dziurami”
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WYKAZ OZNACZEN

DTF

IDFT
FFT

W f(u,s)

translacja funkcji (sygnatu sygnatu czasu ciaglego)
przeskalowana i przesunieta wersja funkeji (sygnatu sy-
gnalu czasu ciaglego)

iloczyn skalarny funkcji (sygnaléw czasu ciagtego)
iloczyn skalarny ciagéw liczbowych (sygnatéw czasu dys-
kretnego)

splot funkcji (sygnaléw czasu ciagtego)

splot ciagéw liczbowych (sygnaléw czasu dyskretnego)
splot kolowy ciagow liczbowych (sygnatéw czasu dys-
kretnego)

falka, t € R

falka po dyskretyzacji skali i przesuniecia

funkcja skalujaca, t € R

funkcja skalujaca po dyskretyzacji skali i przesuniecia
dystrybucja delta Diraca

delta Kroneckera

pulsacja

przeksztatcenie Fouriera funkcji f(t), t € R
transformata Fouriera funkcji f(¢), t € R

transformata Fouriera ciagu liczbowego f[n], n € Z
transmitancja filtru cyfrowego o odpowiedzi impulsowej
hin|

przeksztalcenie Z ciagu liczbowego pln], n € Z
transformata Z ciagu liczbowego p[n], n € Z, z € C
dyskretna transformata Fouriera ciagu liczbowego (sy-
gnatu czasu dyskretnego)

odwrotna dyskretna transformata Fouriera

szybki algorytm obliczania dyskretnej transformaty Fo-
uriera

ciagla transformata falkowa sygnatu f(¢) i falki ¢, +(t)



1 Wprowadzenie

Termin falka (ang. wavelet, fr. ondelette), w rozumieniu dzisiejszym, po-
jawit sie na poczatku lat osiemdziesiatych XX wieku w pracach francu-
skiego inzyniera geofizyka Jeana Morleta (1931 - 2007), ktéry zajmowal
si¢ analizg sygnalow sejsmicznych w koncernie petrochemicznym EIf Aqu-
itaine (Francja). Narzedziem matematycznym wykorzystywanym przez
Jeana Morleta do analizy sygnaléw sejsmicznych bylto okienkowe prze-
ksztatcenie Fouriera. Jego oryginalnym pomystem byto skalowanie szero-
kosci okna wraz ze zmiang czestotliwosci. Wykorzystywat okno w postaci
funkcji Gaussa, ktore skalowal w taki sposob, aby w oknie miescita sie
taka sama liczba okreséw kosinusoidy (sinusoidy), niezaleznie od czesto-

tliwosci, co ilustruje rysunek 1.1. W ten sposéb zdefiniowal pierwsza falke

Rysunek 1.1: Falki Morleta: kosinusoida (z lewej) i sinusoida (z prawej)
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2
e~z ot (1.1)

gdziewy =7 % = 5,3364. Okno w postaci krzywej Gaussa jest obwied-

nig zmodulowanej kosinusoidy, ktéra jest czescig rzeczywista i sinusoidy,
ktora jest czescig urojong falki. Czasem wykorzystywana jest tylko czesé
rzeczywista falki, tj. zmodulowana kosinusoida, albo cze$¢ urojona falki,
tj. zmodulowana sinusoida, i wtedy falka jest rzeczywista. Szerokos¢ okna
jest taka, ze druga co do wielkosci amplituda kosinusoidy jest w przybli-
zeniu réwna potowie najwickszej amplitudy. Stata wy zostata dobrana

tak, aby falka spetniata fundamentalny warunek

—+00

W(t) dt =0, (1.2)

wyrazajacy oscylacyjny charakter falki. Falka ta bywa nazywana falkg
Morleta [27]) i w postaci (1.1) jest okreslana jako falka matka. Transfor-

mata Fouriera falki Morleta ma postac

1
V(w) = 5 e 2lwmw0)?, (1.3)

Przeskalowana falka

1 t 32
ws(t) = 67(/2)

21s

eiwo(t/s) (14)

N

2
_ e—% pilwo/s)t

o , (1.5)

gdzie s > 0, odpowiada atomowi Gabora z okienkowej transformaty Fo-

uriera o czestotliwosci w = wp/s. Zmieniajac parametr skali s, zmienia
sie czestotliwos¢ atomu i jednoczes$nie szerokos¢ okna w dziedzinie czasu.
Skalowanie okna i czestotliwosci powoduje, ze ksztalt falki nie zmienia sie
i wtasno$é te podkreslili autorzy fundamentalnego artykulu na temat fa-

lek [7], uzywajac w tytule okreslenia falki o stalym ksztalcie (ang. wavelets
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of constant shape). W ten sposéb zmodyfikowane okienkowe przeksztal-
cenie Fouriera sygnatu f(7) staje sie cigglym przeksztalceniem falkowym

(ang. continuous wavelet transform - CWT), zdefiniowanym nastepujaco

Wits) = [ 5 % v (T0) ar (1.6)
= [ i e (1.7

gdzie * oznacza wartos¢ sprzezong i

Yua(r) = % ( - t) (1.8)

przeskalowana i przesunieta falke matke, t € R, s € Ri s > 0. Transfor-

mata Fouriera przeskalowanej i przesunietej falki

U, o (w) = /5 U(sw) e ™. (1.9)

1 sygnatu jest, podobnie jak okienkowa

Ciggla transformata falkowa
transformata Fouriera, funkcjg dwéch zmiennych. Jednakze czestotliwosé,
ktora wystepuje w okienkowej transformacie Fouriera, jest zastapiona w
transformacie falkowej wspotczynnikiem skalowania falki. Tak wiec dzie-
dzina ciagtej transformaty falkowej (dziedzina falkowa) jest potptaszezy-
znat—s,t€R, s € Ris>0. Wartosé¢ liczbowa transformaty falkowej
dla okreslonych wartosci zmiennych t i s jest nazywana wspotczynnikiem

falkowym.

W pracy [7] sformutowano przeksztalcenie falkowe w nieco innej postaci niz (1.6),
a mianowicie (Ch)(u,v) = \/%7 e"? [ g*(e*t—v) h(t) dt, gdzie c, - stala charakteryzu-
jaca falke, g(e*t—v) - przeskalowana i przesunieta falka, h(t) - sygnal transformowany.
Wspodtcezynnik skali jest wartoscig funkcji wyktadniczej, ktérej argumentem jest para-
metr —u. W konsekwencji transformata jest funkcja dwéch zmiennych, z ktorych ta
zwiazana ze skala przyjmuje wartosci z calej osi liczbowej, podczas gdy wspélczynnik

skalowania s w (1.6) przyjmuje wartosci z p6losi dodatnie;j.
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Autorzy artykulu [7] okredlili dla funkcji o skoriczonej energii tzw.
warunek dopuszczalno$ci bycia falka

400 /] 2
Cy = / o)’ dw < o0, (1.10)

00 W

gdzie ¥(w) - transformata Fouriera falki. Warunkiem koniecznym zbiez-
nosci tej catki jest zerowanie sie transformaty Fouriera falki dla pulsacji
w =0, tj. ¥(0) =0, co jest rownowazne warunkowi (1.2). Spetnienie wa-
runku dopuszczalnosci zapewnia istnienie transformaty odwrotnej, czyli
mozliwos¢ rekonstrukeji sygnatu za pomoca wzoru

+oo +oo
=g [ [ Wi vemSE a

Kolejnym waznym krokiem w rozwoju falek bylto skonstruowanie w
roku 1985 przez francuskiego matematyka Yvesa Meyera nowej rodziny
falek, ktorych transformaty Fouriera majg zwarte nosniki i sa opisane
wielomianami. Zwartos¢ nosnika transformaty Fouriera wyklucza zwar-
tos¢ nosnika falki, ale zanikanie falek jest szybkie, gdyz w przypadku
najprostszej falki obwiednia jest funkcja 1/[¢|>. Meyer pokazal, ze kazda
z jego falek, poprzez skalowanie diadyczne i translacje catkowitoliczbowe,
umozliwia utworzenie bazy ortogonalnej {279/2¢)(27t — n)},eznez prze-
strzeni L%(R), tj. ze sygnat f(t) € L*(R) mozna przedstawi¢ w postaci
szeregu falkowego [13]

f(t) = ZZ < fothjm > (1), (1.12)

gdzie

Y i(t) = 2792279t —n), jE€Z necl (1.13)
Filtry cyfrowe stowarzyszone z falkami Meyera sa filtrami o nieskonczo-
nej odpowiedzi impulsowej, a transformaty Z ich odpowiedzi impulso-
wych nie sg funkcjami wymiernymi, co uniemozliwia rekurencyjne ob-

liczanie splotu odpowiedzi impulsowej filtru z sygnatem. Tym niemniej
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falki Meyera maja duze znaczenie teoretyczne, gdyz uzyte zostaly do za-
stapienia podwdjnej catki we wzorze na rekonstrucje sygnatu z reprezen-
tacji falkowej (1.11) podwdjna suma (wzor (1.12)), ktéra to dyskretyzacja
dziedziny falkowej ma zasadnicze znaczenie dla obliczen numerycznych i
zastosowan przeksztatcen falkowych.

Fundamentalny wktad w rozwdéj falek i ich zastosowan wniost fran-
cuski informatyk Stephane Mallat. W artykule [11] podal, opracowane
wspoélnie z Y. Meyerem, aksjomaty tzw. analizy wieloskalowej (ang. mul-
tiresolution analysis) sygnatu, okreslit zwiazek analizy wieloskalowej z
przeksztatceniami falkowymi i podal implementacje przeksztatcen falko-
wych z uzyciem bankoéw filtrow cyfrowych oraz szybkie algorytmy obli-
czania transformat falkowych. Ponadto pokazat zastosowanie przeksztat-
cen falkowych do kompresji obrazow, jak dotad jednego najwazniejszych
zastosowan falek.

Bardzo znaczacy wktad w rozwdj metod falkowych wniosta Belgijka
Ingrid Daubechies. Wykorzystujac teori¢ filtrow lustrzanych kwadratu-
rowych skonstruowata rodzine falek o zwartym noséniku, umozliwiajg-
cych tworzenie baz ortogonalnych przestrzeni L?(R) [4]. Falki ortogo-
nalne Daubechies sg niesymetryczne i przesuwaja faze sygnatu, co jest
niepozadane w zastosowaniach. W artykule [3] Daubechies wspdlnie z
A. Cohenem i J.-C. Feauveau podata sposob konstrukeji par baz wzajem-
nie ortogonalnych (jedna baza do dekompozycji, druga do rekonstrukeji
sygnatu), tzw. baz biortogonalnych, z falek symetrycznych o zwartym no-
$niku.

Lista badaczy, ktorzy wniesli znaczacy wktad w rozwoj metod falko-
wych przetwarzania sygnatow jest dtuga. Powyzej wymienionych zostato
tylko kilka nazwisk, ktére zdaniem autora powinny by¢ znane wszystkim
interesujacym si¢ falkami i ich zastosowaniami.

Jednym z kluczowych haset tej ksiazki jest ciagla transformata fal-
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kowa. Jak bylto powiedziane wczesniej, jest to funkcja dwdch zmiennych
niezaleznych: czasu (lub przestrzeni) i skali. Wartosé tej funkeji jest nazy-
wana wspoltezynnikiem falkowym. Wzor (1.6) definiujacy ciagla transfor-
mate falkowa okresla wspolezynnik falkowy W f(t, s) za pomoca iloczynu
skalarnego sygnatu f(7) i przeskalowanej do skali s i przesunietej o ¢ falki
s (7' )

Wt s) =< f(7), ¢us(T) > (1.14)

Mozna interpretowaé wspotczynnik falkowy jako wartosé usredniong sy-
gnatu f(7) w otoczeniu chwili 7 = t z falka ¢,(7) jako funkcja wagowa, a
usrednianie dokonuje si¢ na przedziale czasu o dtugosci proporcjonalnej
do wspotezynnika skali s. Jezeli falka ma zwarty nos$nik, to przedzial ten
jest réwny iloczynowi dhugosci nosnika falki matki i wspotezynnika skali
s. Uwzgledniajac oscylacyjny charakter falki wyrazony warunkiem (1.2),
wspotezynnik falkowy mozna traktowaé jako miare zmiennosci sygnatu
w otoczeniu chwili 7 = t.

Wspbtezynnik falkowy W f(t,s) mozna réwniez interpretowaé jako
miare podobiefistwa sygnatu f(7) w otoczeniu chwili 7 = ¢ do falki ¥,(7).

Wazna z punktu widzenia zastosowan interpretacje wspotczynnika fal-
kowego mozna otrzymac, wyrazajac go jako splot sygnatow. W tym celu

zdefiniujmy funkcje rewersyjna g(7) w stosunku do funkeji g(7)

3(r) = g*(=1). (1.15)
Wowezas

Whts) = /_:of(T)%w(tt) dr (1.16)

_ /:O F(r) di(r — 1) dr (1.17)

_ /_:o F(7) Dult — 7) dr. (1.18)
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czyli
Wf(t7 S) = f * @Es(t% (119)
gdzie ¥,(1) = \/ig P (%) Ostatnia réwnosé¢ pokazuje, ze funkcje v,(7)

mozna traktowac jako odpowiedz impulsows filtru liniowego nazywanego
dalej filtrem falkowym. W przetwarzaniu sygnaléw filtry czesto anali-
zuje sie za pomoca ich transmitancji, tj. transformaty Fouriera odpowie-
dzi impulsowej filtru. Ponizsze przeksztatcenia prowadzg do wyznaczenia
transmitancji filtru falkowego 1, (7).

Niech ¥(w) oznacza transformate Fouriera falki ¢ (7). Zapiszmy wzor

na transformate Fouriera filtru ¢ (7)

U(w) = +OO b(T) €T dr (1.20)
ol
= P (—7) e T dr. (1.21)

Wzér na wartoéé sprzezona transformaty Fouriera funkcji ¢(7) ma postacé

U*(w) = : h (—7) e“T dr (1.22)
= e (7') e W dr (1.23)
= \1;_(;), (1.24)
czyli ze
U(w) = U*(w), (1.25)

co oznacza, ze modut transmitancji filtru falkowego jest rowny modutowi
transformaty Fouriera falki, a faza transmitancji filtru falkowego ma znak
przeciwny do fazy transformaty Fouriera falki. Analogiczna uwaga doty-

czy przeskalowanej falki i odpowiadajacego jej filtru falkowego

U, (w) = /s U (sw). (1.26)
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Ostatnia rownos¢ wynika z nastepujacej wtasnosci transformaty Fouriera:
jesli G(w) = Fg(7)], to Flg(1/s)] = |s| G(sw), gdzie F[g(7)] oznacza
transformate Fouriera funkcji g(7).

Warunek (1.2) skutkuje zerowaniem sie transformaty Fouriera falki
dla w = 0, tj. ¥(0) = 0, co oznacza, ze falka nie moze by¢ filtrem dolno-
przepustowym. Jezeli pasmo przepustowe falki matki 1)(t) zawiera sie w
przedziale |wy, ws], w; > 0, to pasmo przepustowe falki przeskalowane;
Ys(t) = \/ig Y(t/s) zawiera sie w przedziale [wy/s, wy/s|. Dla s > 1 falka
przeskalowana jest rozszerzona w stosunku do falki matki, transformata
Fouriera falki przeskalowanej jest zwezona w stosunku do transformaty
Fouriera falki matki, a pasmo przepuszczania falki przeskalowanej jest
przesuniete w strone nizszych czestotliwosci i zwezone w stosunku do
pasma przepuszczania falki matki.

Fundamentalnym zagadnieniem z punktu widzenia mozliwosci wyko-
rzystania przeksztalcen falkowych do przetwarzania sygnatow jest dys-
kretyzacja transformat falkowych. W literaturze termin dyskretna trans-
formata falkowa rozumiany jest réznie. W [5] pojecie to oznacza zbiér
(skoniczony lub przeliczalny) wspotezynnikéw falkowych obliczonych dla
sygnatu f(7) i wybranej falki matki ¢ (7), w wybranych punktach ptasz-

czyzny czas-skala, tj.

{W f(tn, 5)}jmez, (1.27)

Wf(tm Sj) =< f(T)’ ¢tn,sj (T) >, (1'28)
1 T—1,

Vs, (T) = NG w( 5 ) (1.29)

Reguta jest wybor punktéw (t,, s;) tworzacych na plaszcezyznie czas-skala

regularng krate

sj=al, t,=nbs;, a>1 b>0, jnecZ (1.30)
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Przeskalowana ze wspoOtezynnikiem s; = a/ i przesunieta o t, = nbs;

falka jest nazywana falkq dyskretng [5] i oznaczana

1 — nbal
bns(r) = == (==

Nz

Cechg charakterystyczna falek dyskretnych jest to, ze sg one przesuwane

) = a2 Y(a”IT — nb). (1.31)

a’

w czasie proporcjonalnie do wartosci wspotczynnika skali.

Kluczowym zagadnieniem dyskretyzacji transformaty falkowej jest
wybor wartosci parametrow a, b. W zastosowaniach technicznych prze-
twarzany sygnat ma skonczony krok dyskretyzacji i skonczona dtugosé, tj.
skonczong liczbe probek. Stad liczba wspotezynnikéw dyskretnej trans-
formaty falkowej bedzie skonczona. Z punktu widzenia naktadow obli-
czeniowych wskazanym jest, zeby wspotczynnikéow falkowych byto jak
najmniej. Jednakze powinno by¢ ich tyle, zeby byty w nich zachowane
wlasnosci sygnatu. Warunek ten bedzie speiony, jezeli na podstawie
wspotezynnikow falkowych mozliwa bedzie rekonstrukeja sygnatu. Ozna-
cza to, ze dla wybranej falki analizy 1 (t) i wybranych parametréow a, b

istnieje falka syntezy 1;(25) taka, ze

FO =D <Fo tng > tng(h). (1.32)
i n
Tak sformutowane zagadnienie prowadzi do konstrukeji tzw. rozpiec prze-
strzeni funkcji o skonczonej energii generowanych z jednej funkcji - falki
matki poprzez jej skalowanie i przesuwanie. Szczegdlnym przypadkiem
rozpieé¢ sa bazy, w tym bazy ortogonalne tworzone z falki matki ortogo-
nalnej, w ktorych falka matka spelnia zaréwno role falki analizy, jak i
falki syntezy, a parametry przyjmuja wartosci a = 2, b = 1. Dla falki
ortonormalnej (|[1(t)|| = 1) powyzszy wzor na rekonstrukcje sygnatu ma

postaé

FO =227 < 1 tni> ns0), (1.33)
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gdzie

Unj(t) = ;2—] 1/1(t _Q?Qj) (1.34)

I. Daubechies skonstruowata rodzine falek ortonormalnych o zwartym
nos$niku. Cecha charakterystyczna reprezentacji sygnatu za pomoca tych
falek jest to, ze w przypadku dyskretyzacji przetwarzanego sygnatu o
skonczonym czasie trwania liczba wspoétczynnikow falkowych jest réwna
liczbie probek sygnahu, czyli ze reprezentacja nie jest nadmiarowa.
Stowa kluczowe tej pracy to przestrzen sygnatlow o skonczonej ener-
gt 1 falki. Mozna dopatrzy¢ si¢ pewnej paraleli pomiedzy tymi dwoma
terminami i dwoma innymi: muzyka i gwiazdami, o ktérych méwi wiersz

Ludwika Jerzego Kerna:

Czym jest muzyka? Nie wiem.
Moze po prostu niebem

Z nutami zamiast qwiazd.

Trawestujac ten wiersz, na pytanie dotyczace zwigzku falek z przestrzenia

sygnatow o skonczonej energii mozna odpowiedzie¢:

Czym jest przestrzen sygnaléw o skonczonej energii?
Nie wiem.
Moze po prostu niebem

Z falkami zamiast gwiazd.



2 Podstawy matematyczne

Naturalna reprezentacja matematyczna (modelem) sygnatu, czyli wiel-
kosci fizycznej zmieniajacej sie w czasie lub w przestrzeni, jest funkcja
rzeczywista lub zespolona jednej zmiennej. Z reguly jest to funkcja cig-
gla, a nawet rozniczkowalna, gdyz wielkosci fizyczne nie moga zmieniaé
sie w czasie nieskonczenie krotkim. Matematyk, ktory mowi lub mysli o
pewnej funkcji, zawsze widzi ja jako jedng z wielu funkcji, tj. jako element
pewnej przestrzeni. Przestrzenia, do ktorej naleza funkcje reprezentujace
sygnaly, jest przestrzen Hilberta [28]. Odsytajac Czytelnika zaintereso-
wanego Scistym przedstawieniem przestrzeni Hilberta do podrecznikdéw
z zakresu analizy funkcjonalnej, wymienimy tutaj trzy fundamentalne
pojecia zwiazane z przestrzeniami Hilberta: iloczyn skalarny dwdéch ele-
mentow, norma elementu i metryka.

[loczyn skalarny jest funkcja, ktora dwém elementom przestrzeni Hil-

berta f i h przyporzadkowuje skalar oznaczany symbolem
<f, h>. (2.1)

Norme w przestrzeni Hilberta generuje iloczyn skalarny zgodnie z defini-
cja

Ll =v<f [>. (2.2)
Metryka, bedaca miarg odlegltosci dwoch elementéw, zdefiniowana jest
nastepujaco

d(f,h) = [ = hl]. (2.3)
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W kontekscie metod przetwarzania sygnatow, w szczegdlnosci metod
falkowych, bardzo wazne sa dwa przyktady przestrzeni Hilberta: prze-
strzen funkeji catkowalnych z kwadratem oznaczana L2(R) i przestrzen
ciggéw sumowalnych z kwadratem oznaczana 1?(Z). Obydwie przestrze-
nie sg przestrzeniami nieskonczenie wymiarowymi, a funkcje i wyrazy
ciagow moga przyjmowac wartosci rzeczywiste albo zespolone.

Tloczyn skalarny w przestrzeni L2(R) zdefiniowany jest nastepujaco

+0o0

< fih>= F(t) (1) dt, (2.4)

gdzie * oznacza warto$¢ sprzezona, a catka rozumiana jest w sensie Lebe-
sque’a. Iloczyn skalarny jest liczba i dlatego w oznaczeniu symbolicznym
iloczynu po lewej stronie znaku réownosci nie umieszczono zmiennej ¢,
gdyz symbol ¢ z prawej strony znaku réwnosci jest zmienng podcatkows
i moze by¢ zamieniony na inny symbol.

Norma funkcji w przestrzeni L?(R)

+o0
1] = \/ / )2 dt < . (2.5)

Metryke w przestrzeni L?(R) okredla wzor

d(f.h) \//m B2 dt. (2.6)

W odniesieniu do funkcji, ktore reprezentuja sygnaly, catke z kwadratu

sygnatu interpretuje sie jako energie sygnatu. Z tego powodu przestrzen
funkcji L*(R) nazywana jest réwniez przestrzenia funkcji o skoriczonej
energii [12], [31].

Tloczyn skalarny ciggdéw w przestrzeni 12(Z) zdefiniowany jest naste-

pujaco -
< fh>= )" fln] h*[n]. (2.7)

n=—oo
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Normg ciagu w przestrzeni 12(7Z) jest

/1= 4| D 1/ [l1? < oo (2.8)

Metryke w przestrzeni 12(Z) okresla wzor

d(f.h) = | D |fln] = hin]. (2.9)

W literaturze dotyczacej przetwarzania sygnatow wczesniej uzywano
terminéw sygnal analogowy i sygnat cyfrowy. We wspotczesnej literatu-
rze uzywa sie czesciej terminologii sygnal czasu cigglego (ang.continuous-
time signal) 1 sygnal czasu dyskretnego (ang. discrete-time signal). Ten
pierwszy sygnal nie musi reprezentowaé wytacznie wielkosci fizycznej za-
leznej od czasu zmieniajacego sie w sposob ciagty, ale moze by¢ zalezny od
zmiennej przestrzennej. Matematycznie sygnat czasu ciggltego reprezen-
tuje funkcja f(t). W zaleznosci od kontekstu f(t) oznacza funkcje, czyli
odwzorowanie przestrzeni liczb rzeczywistych w przestrzen liczbowg albo
warto$¢ funkcji (rzeczywista lub zespolona) w punkcie ¢. Analogicznie
modelem matematycznym sygnatu czasu dyskretnego jest ciag liczbowy,
a f[n] oznacza ciag liczbowy albo jego n-ty element.

W celu poznania pewnych wtlasnosci sygnatu uzyteczne moga by¢
inne niz wspomniane wyzej reprezentacje sygnatu. Te¢ inng reprezenta-
cje sygnatu uzyskuje si¢ za pomoca pewnego przesztalcenia matematycz-
nego, ktérego wynikiem jest transformata sygnatu. Przyktadem moze by¢
zagadnienie lokalizowania punktow sygnatu, wokot ktorych zmienia sie
gwaltownie warto$é¢ sygnatu. Wiadomo, ze w otoczeniu takich punktow
modut pochodnej przyjmuje duze wartosci. Istnieje przeksztatcenie na-
zywane diadyczng transformata falkowa, przyporzadkowujgce sygnatowi
ciag funkcji, w ktorych na ogédt duzo tatwiej zlokalizowaé¢ miejsca gwal-

townych zmian sygnatu niz bezposrednio w sygnale. Ten ciag funkcji
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otrzymany za pomocg wspomnianego przeksztalcenia jest nowa reprezen-
tacja sygnatu. Czesto wymaga sie, zeby przeksztatcenie sygnatu byto od-
wracalne. Przyktadem moze by¢ kompresja falkowa sygnatu. Przeksztat-
cenie falkowe daje nowa reprezentacje sygnatu w postaci ciggu liczbowego
stanowigcego wagi w rozwinieciu sygnatu w szereg falkowy. Zakodowanie
tych wspoteczynnikéw moze wymagaé¢ duzo mniejszej liczby bitéw niz za-
kodowanie oryginalnego sygnatu. W tym przypadku potrzebne jest prze-
ksztalcenie odwrotne, umozliwiajace otrzymanie z reprezentacji falkowej
sygnatu oryginalnego lub jego aproksymac;ji.

W opisanych przyktadach przeksztalcen sygnatu mozna wyrozni¢ dwa

etapy przeksztatcenia:

e dekompozycja (analiza) sygnaltu, czyli obliczenie nowej reprezenta-

cji

e rekonstrukeja (synteza) sygnatu (na podstawie nowej reprezentacji)

W drugiej potowie lat osiemdziesiatych dwudziestego wieku powstaty
nowe reprezentacje sygnatow, tzw. reprezentacje falkowe. Wykorzystuja
one funkcje nazwane falkami. Falkom towarzysza ciagi liczbowe inter-
pretowane jako odpowiedzi impulsowe filtréw cyfrowych. Przedstawienie
koncepcji i algorytmow przeksztatcen falkowych zostanie poprzedzone
krotkim i nieformalnym omoéwieniem podstawowych pojeé¢ stanowigcych

aparat matematyczny wykorzystywany w tych przeksztatceniach!.

1Znakomita monografig i jednoczeénie podrecznikiem akademickim, w ktérym wy-
czerpujaco przedstawiono wiele z oméwionych dalej pojeé, jest ksiazka prof. Jerzego

Szabatina pt. Podstawy teorii sygnaléw [28].
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2.1 Bazy i rozpiecia

Zaktada sie, ze dany jest zbior {e,(t)}ner (skoniczony lub nieskoniczony)
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej ¢t € R i przyjmujacych wartosci rze-
czywiste lub zespolone . Zbior indekséw I' moze by¢ zbiorem skoniczonym
lub nieskonczonym liczb catkowitych; dla okreslonego zbioru funkcji moze
by¢ zbiorem liczb naturalnych. Zaktada sie, ze funkcje e, (t) sa elemen-
tami (wektorami) przestrzeni Hilberta, w ktérej dla kazdych dwéch funk-
cji f(t) i g(t) moze byé obliczony iloczyn skalarny tych funkeji wedtug
wzoru (2.4).

loczyn skalarny umozliwia pewne scharakteryzowanie dwoch funkeji
wzgledem siebie. Mianowicie jezeli < f, g > = 0, to o funkcjach f(t)
i g(t) mowi sie, ze sa wzgledem siebie ortogonalne (analogia do wekto-
réw prostopadlych wzgledem siebie, na przyktad na plaszczyznie). Ilo-
czyn skalarny funkcji jest jednym z fundamentalnych pojeé¢ zwigzanych
z przetwarzaniem sygnaloéw traktowanych jako funkcje.

Poszukiwanie nowej reprezentacji sygnatu f(¢) polega na wybraniu
zbioru funkcji {e,(t) }ner i obliczeniu zbioru wspétezynnikow {c[n|}per

zdefiniowanych nastepujaco
cn] =< f, en>. (2.10)

Zbior wspotezynnikow {c[n]}ner jest nowa reprezentacja sygnatu f(¢).
W zaleznosci od wtasnos$ci matematycznych zbioru funkeji {e,,(t) }ner
funkcje te i zbiér wspodtezynnikow {c[n]},er moga stuzyé do rekonstrukeji
sygnatu albo nie. W tym drugim przypadku potrzebny jest dodatkowy
zbiér funkcji, tzw. dualnych do funkgji e, (t), zeby zrekonstruowaé sygnat.
Zbiér funkeji {e, (t) }ner moze tworzyé baze przestrzeni Hilberta lub roz-
piecie przestrzeni Hilberta. Ponizej krotko scharakteryzowano obydwa te

pojecia matematyczne.
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2.1.1 Bazy

Baza przestrzeni jest zbiorem funkcji (wektoréw) {e,(t)},er takich, ze
kazda funkcja f(t) z rozpatrywanej przestrzeni moze by¢ przedstawiona w
jeden i tylko w jeden sposdb za pomoca kombinacji liniowej tych funkcji,
tj.

f&) = cln] enlt). (2.11)

ner

Funkcje tworzace baze sa liniowo niezalezne, tj. zadnej z nich nie mozna
wyrazi¢ za pomoca kombinacji liniowej pozostatych funkcji bazy, i tworza
one tzw. uktad zupelny, tj. pozwalaja utworzyé¢ kazda funkcje z danej
przestrzeni.

Wyréznia sie tzw. bazy ortonormalne, tj. takie, w ktorych funkcje
sa ortogonalne wzgledem siebie i unormowane, tj. < e,, e, > = 1,
gdy n = mi< e, e, >= 0, gdy n # m oraz ||e,|| = 1. Bazy
ortonormalne sa bardzo ,atrakcyjne” obliczeniowo. Funkcje bazy stuza
zarowno do analizy, jak i do syntezy sygnatu. Wspotezynniki rozwiniecia

funkcji w bazie ortonormalnej (etap analizy) sa obliczane wedtug wzoru
cn] =< f, en>. (2.12)

Obliczenie wartosci sygnalu (synteza) (po ewentualnym przetworzeniu
wspélezynnikéw c[n]) odbywa si¢ wedtug wzoru
F&) = cln] en(t). (2.13)
nel’

Cechg charakterystyczna rozwiniecia funkcji w bazie ortonormalnej jest

tzw. réwno$é Parsevala?

> lell? = [If11% (2.14)

nel’

2Roéwno$é Parsevala nazywana jest takze wzorem Planchelera [12].
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Jezeli f(t) reprezentuje sygnal, to prawa strona powyzszego réwnania
jest réwna kwadratowi energii sygnatu. W takim przypadku lewa strona
rownania jest interpretowana jako kwadrat energii ciggu reprezentujacego
sygnat. Gdy I' = Z, to przestrzenn 12(Z), przez analogie z przestrzenia
L?(R), nazywana jest réwniez przestrzenia ciagéw o skoriczone] energii
[12], [31].

Istnieje cata rodzina falek o zwartym nosniku (patrz punkt 2.3), ktére
generujg bazy ortonormalne przestrzeni L?(R). Jednakze poza tzw. falka
Haara wszystkie inne falki ortogonalne o zwartym nosniku nie sg sy-
metryczne (ani antysymetryczne). W konsekwencji reprezentacje falkowe
sygnaléw otrzymane z uzyciem falek ortogonalnych o zwartym nosniku
maja przesuniecia fazowe, ktore w okreslonych zastosowaniach moga by¢
wada. W zastosowaniach warunek ortogonalnosci bazy nie musi by¢ naj-
bardziej pozadang cecha bazy.

Nadrzednym wymogiem zbioru funkcji stuzacych do obliczania no-
wych reprezentacji sygnatu jest stabilnos¢ numeryczna analizy i syntezy
sygnatu. Oznacza to okreslong relacje pomiedzy norma sygnatu i energia
wspotezynnikéw stanowigcych nowa reprezentacje sygnatu.

Stabilna dekompozycja wymaga, zeby z bliskosci funkeji wynikata bli-
skosé¢ wspotezynnikow bedacymi rzutami tych funkeji na funkcje {e,, (¢) }ner,

tj. powinna istnie¢ taka stata 0 < B < oo, ze

Y l<fien>—<g ea>P<BIf—gll” (2.15)

nel’

W szczegblnosci jezeli g(t) =0, to < g, e, >=01

doI<fien>P<BIIfIR (2.16)

nel’

Stabilna rekonstrukcja wymaga, zeby z bliskosci wspoétczynnikéw wyni-
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kata blisko$¢ funkeji, tj. powinna istnie¢ taka stalta 0 < A < oo, ze

Allf=gllP <Y 1< fien>—<g en> (2.17)

nel’

W szezegblnosdci jezeli g(t) =0, to < g, e, >=01

ANAP <D 1< foen> P (2.18)

nel’

Laczac warunki (2.16) i (2.18), otrzymujemy warunek

AP <Y 1< foen>P<BISfIP (2.19)

nel’

definiujacy tzw. rozpiecie, ktore jest uogolnieniem bazy.

2.1.2 Rozpiecia

Rozpieciem (ang. frame) jest zbiér funkeji {e, (¢) }ner, dla ktorych istnieje
para staltych 0 < A < B < oo, nazywanych kresami rozpiecia, takich ze
dla kazdej funkcji f(t) z rozpatrywanej przestrzeni spelniony jest wa-
runek (2.19). Jesli A = B, to rozpiecie nazywa sie rozpieciem ciasnym.
Funkcje tworzace rozpiecie nie muszg by¢ ani ortogonalne wzgledem sie-
bie, ani liniowo niezalezne. Jezeli funkcje tworzace rozpiecie sg liniowo
niezalezne (ale nie sg ortogonalne), to taki uktad funkeji nazywa sie bazg
Riesza. Bazy Riesza odgrywaja wazna role w przeksztatceniach falkowych
sygnatu.

Rekonstrukcja sygnalu zdekomponowanego w bazie Riesza nie jest
mozliwa za pomocg tych samych funkcji, ktérych uzyto do dekompozycji
(z powodu braku ortogonalnosci tych funkeji). Istnieje mozliwosé skon-
struowania dla danej bazy Riesza tzw. bazy dualnej, ktorej funkcje beda

ortogonalne do funkcji bazy wyjsciowej. Niech {e,(t)}n,er bedzie baza
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Riesza, a {€,(t) }ner jej baza dualnag spetiajaca warunek biortogonalno-

sci baz, tj.
<ep, € >=1 1 <e, €,>= 0 dla n#m. (2.20)

Wowcezas obowiazuja zaleznosci

f&) = Y <f en> énlt) (2.21)

nel’

= Y < f E> enlt), (2.22)

nel’
ktore pokazuja, ze dekompozycja moze by¢ wykonana w jednej bazie, a
rekonstrukcja powinna by¢ wykonana w drugiej bazie. Cechg charakte-

rystyczng baz biortogonalnych jest réwnosé

Y o< fien><f &> = |IfII” (2.23)

nel’

Wybor bazy dekompozycji i bazy rekonstrukceji moze zaleze¢ od zasto-
sowania. Przestanka w wyborze bazy dekompozycji i bazy rekonstrukeji
moze by¢ regularnos¢ funkcji tworzacych bazy. Bazami Riesza sg bazy
tworzone z funkcji sklejanych, o ktérych jest mowa w dalszych czesciach
ksigzki.

W zastosowaniach uzyteczne sa reprezentacje sygnatow w uktadzie
funkcji, ktore nie sa liniowo niezalezne. Taki zbior funkcji z punktu widze-
nia bazy jest ,nadmiarowy”, ale reprezentacja sygnatu w takim uktadzie
funkcji moze by¢ bardzo uzyteczna w analizowaniu pewnych wtasnosci
sygnatu, na przyktad jego osobliwosci [12]. Stabilnosé reprezentacji sy-
gnatu w takim uktadzie funkcji charakteryzuja state A i B z warunku
(2.19). Dowodzi sie, ze dla rozpie¢ ciasnych, tj. takich, ze A = B, wek-

tory dualne oblicza sie ze wzoru [12]

en(t). (2.24)
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Wazne sa rozpiecia spelniajace warunek rozpiecia ciasnego tylko w przy-
blizeniu, na przyktad gdy B/A — 1 <« 1. Wowczas wykorzystanie wek-
torow rozpiecia do rekonstrukeji sygnalu moze dac¢ zadowalajace wyniki.
Roéwnie efektywna aproksymacje sygnalu moga dawac rozpiecia spetnia-
jace warunek 0 < A < B < 2. Dla takich rozpie¢ wzor na rekonstrukeje
sygnatu ma postaé [5] [31]

(1) = AiBZ < fen> en(t). (2.25)

Analogiczne pojecia i zaleznosci do przedstawionych wyzej dla sygna-
16w czasu cigglego nalezacych do przestrzeni L(R) dotycza sygnatéw

czasu dyskretnego nalezacych do przestrzeni 12(Z).

2.1.3 Przyklady baz i rozpie¢ w przestrzeniach skon-

czeniewymiarowych

W celu zilustrowaniu réznic pomiedzy baza ortogonalna, baza biortogo-
nalng i rozpieciem ponizej pokazane sa przyktady tych konstrukcji ma-
tematycznych w odniesieniu do przestrzeni R? i RV,

Baza ortonormalna przestrzeni R?

Wektory
e1=1[1, 0%, ey =10, 1]"

sa wzajemnie prostopadle (ortogonalne), znormalizowane, liniowo nieza-
lezne i tworza baze ortonormalng przestrzeni R2.

Baza ortogonalna ciggéw liczbowych okresowych

Niech ciag liczbowy f[n] bedzie ciggiem N-okresowym, tj. takim, ze

fin] = fln+ N|, neZ, (2.26)
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gdzie N to najmniejsza dodatnia liczba catkowita, dla ktorej powyzsza
rownos¢ jest spelniona, nazywana okresem ciggu. Pokazemy, ze zbior wek-

torow {ex fo<k<n, ktorych elementy sa zdefiniowane nastepujaco
ex[n] = N0 <p < N, (2.27)

jest zbiorem wektoréw ortogonalnych w sensie iloczynu skalarnego prze-

strzeni N-wymiarowej zdefiniowanego nastepujaco

<fg>=Y I o'l (2.28)

gdzie f i g - dowolne wektory rozpatywanej przestrzeni. lloczyn skalarny

wektoréw ey, i e, jest rowny

N-1
< ey, ep > = Z ¢ F=P)@r/Nn 0 < |y < N. (2.29)
n=0
Dlak=p
N-1
<epep>=>» ¢"=N. (2.30)
n=0
Dla k # p
N-1 .
< ep,ep > = [ (k=) (2m/N) } , —N<k—p<N. (2.31)
n=0
Podstawiajac
a = FEPEmN) (2.32)

latwo zauwazy¢, ze a # 1 (ze wzgledu na warunek —N < k —p < N) i
do obliczenia (2.31) mozna zastosowa¢ wzér na sume skonczonej liczby

wyrazow szeregu geometrycznego

a" = : (2.33)
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Poniewaz
N = |:ez'(k—p)(27r/N) }N _ gilh-p2m _

Y

wiec mamy

N jeslik=p
< €k, ep >= o
0 jeslik#p

co dowodzi, ze zbiér wektoréw {ex}o<k<n jest zbiorem ortogonalnym.
Jest to warunek wystarczajacy na to, zeby zbiér byl baza ortogonalng
przestrzeni N-wymiarowej. Oznacza to, ze kazdy ciag liczbowy f[n] o

okresie N moze by¢ przedstawiony w postaci

fln] = %Z < f,er > ex[n]. (2.34)

Wspotezynniki wagowe

N-1 N-1
Flk) =< f.ex >=>_ fln] exln] = Y fln] e */™Nng< k< N
n=0

i
o

(2.35)
tworza dyskretng transformate Fouriera ciagu okresowego f[n]. Transfor-
mata ta jest waznym narzedziem matematycznym przetwarzania sygna-
tow czasu dyskretnego i jest szerzej oméwiona w punkcie 2.2.6.

Bazy biortogonalne przestrzeni R?

Niech dane bedg wektory:
er=1[1, 0", e =11, 1]".

Latwo sprawdzi¢, ze nie sa one ortogonalne, ale sg liniowo niezalezne i

tworza baze przestrzeni R?%. Rozpatrzmy drugi zbiér wektoréw

é1=1[1, =17, & =10, 1)".
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Wektory te tez nie sa ortogonalne, ale sa liniowo niezalezne i tworzg inng

baze przestrzeni R2. Z bezposéredniego rachunku wynika, ze

< ey, él > = 1 (236)
< €9, e1> = < e1, es>= 0 (237)
< ey, 69> = 1. (238)

Zatem bazy te sa wzajemnie ortogonalne, czyli biortogonalne. Wspot-

czynniki rzutéw wektora f = [f1, fo]7 na wektory baz wynosza odpo-
wiednio
cl] = <f,e>= f, (2.39)
C[Q] = < f, €y > = fl + f2 (240)
i = <f,e>= fh—fo (2.41)
A2 = <f éa>= fo (2.42)
Latwo sprawdzic, ze
& + c2)é = f 2.43
¢l ey + ¢2lex = f (2.44)
oraz ze
1] e[1] + 2] e2] = [[fI]*. (2.45)

Rozpiecie przestrzeni R?

Cecha charakterystyczna rozpiecia jest jego ,nadmiarowos$c”, co jest row-
noznaczne z brakiem liniowej niezalezno$ci. Niech dany bedzie nastepu-

jacy zbiér wektoréw w przestrzeni R?:

g1 = [17 O]T7 g2 = [_1/2’ \/§/2]T’ g3 = [_1/27 _\/5/2]T'
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Wektory te sg unormowane, ale nie sa wzgledem siebie prostopadte i nie
tworza bazy ortogonalnej. Latwo sprawdzi¢, ze nie sg one liniowo nieza-
lezne, gdyz na przyktad wektor pierwszy mozna wyrazi¢ jako kombinacje
liniowa wektoréw drugiego i trzeciego g1 = (—1) go+(—1) g3. Wspodtczyn-
niki rzutéw dowolnego wektora f = [f1, f2]” na poszczegdlne wektory

rozpigcia sa odpowiednio rowne

i = <fig>=h (2.46)
2l = <f, go>= —f1/24+V3/2 f (2.47)
B = <f o g3>= —f1/2—3/2 [a. (2.48)
Energia wspolezynnikéw c[n] jest rowna
(e[ + (2 + (B = 5 (7 + ) (2.49)
= 2 (2.50)

Stale A 1 B z warunku (2.19) sa sobie réwne, wiec rozpiecie jest roz-
pieciem ciasnym. Wspoélczynnik % jest miara nadmiarowosci rozpiecia w
przestrzeni R?. Poniewaz rozpiccie jest rozpieciem ciasnym, zatem zgod-

nie z (2.24) wektory dualne majg postac
§=12/3, 01", Go=[=1/3, V3/3]", gy =[-1/3, —V3/3]".

Wspb6tezynniki rzutéw dowolnego wektora f = [f1, fo]? na poszczegdlne

wektory dualne to

] = <f, q1>=2/3h (2.51)
2l = <f, Go>= —1/3 i+V3/3 f (2.52)
i3] = <f gs>= —1/3f1—V3/3 fa (2.53)

Energia wspétczynnikow ¢[n|
(e[1])* + (ef2)* + (@[3])* = g (ff +f5) (2.54)

2
= 3 1/11* (2.55)
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Latwo sprawdzic, ze

lub
f=¢clle + ¢2les + ¢[3] es. (2.57)

2.2 Czas i czestotliwosé

Czas i czestotliwos¢ stanowia dwie glowne dziedziny reprezentacji sy-
gnatéw. Ponizej przytoczono najwazniejsze przeksztatcenia sygnaléw z
dziedziny czasu do dziedziny czestotliwosci i na odwrot. Sposrod catej
rodziny przeksztatcen Fouriera oméwimy przeksztatcenia dotyczace funk-
¢ji nieokresowych, ciggdéw liczbowych nieokresowych i ciggdéw liczbowych

okresowych.

2.2.1 Przeksztalcenie Fouriera sygnaléw czasu cig-
glego

Transformata Fouriera funkcji nieokresowych bedzie wykorzystywana w
niniejszym opracowaniu gtéwnie w wyprowadzeniach i dowodzeniu wzo-
row i wiasciwosci falek. Dlatego ten rodzaj przeksztatcenia Fouriera be-
dzie opisany skrétowo. Z punktu widzenia zastosowan w przetwarzaniu
sygnalow znacznie wazniejsza role odgrywaja przeksztalcenia Fouriera
dotyczace ciggdw liczbowych i te przeksztatcenia zostang wyjasnione bar-
dziej szczegodtowo.

Transformatq Fouriera funkcji f(t) € L*(R) jest funkcja

Flw)=F{ft)} = /_ ey e (2.58)

[e.9]
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gdzie w € R jest pulsacjq [rad/s|, w = 27f, f czestotliwodcia [Hz|. F(w)
istnieje, nalezy do przestrzeni L(R) i jest ograniczona, gdy funkcja f(t)

jest bezwzglednie catkowalna, tj. gdy

+o00
/ O] dt < oo, (2.50)

e}

czyli gdy nalezy do przestrzeni L' (R). Przynalezno$¢ do przestrzeni L' (R)
jest warunkiem wystarczajacym, ale nie jest warunkiem koniecznym ist-
nienia transformaty Fouriera o podanych wyzej wtasnosciach.

Odwrotng transformatq Fouriera jest

FUFW) = f(t) = % / T R 6 dw. (2.60)

lloczyn skalarny sygnatéw w dziedzinie czasu f(t) i g(t) moze by¢
obliczony za pomocsg iloczynu skalarnego ich transformat Fouriera F'(w)

i G(w) zgodnie z réwnoscia Parsevala [28]
< [f(t), 9(t) > = = < F(w), Gw) >, (2.61)

z ktorej wynika wzor Plancherela dotyczacy energii sygnatu

/_+Oo| f@) dt = —/%o w)? dw. (2.62)

Cecha charakterystyczng funkcji i jej transformaty Fouriera jest to,
ze jednoczesnie obydwie nie mogg mie¢ nosnikéw zawartych w skonczo-
nych przedziatach liczbowych. Oznacza to, ze jezeli funkcja ma zwarty
nosnik, to jej transformata Fouriera ma nosnik nieograniczony i na od-
wrot. Przyktadem moze stuzyé funkcja ,bramkowa”w dziedzinie czasu,

zdefiniowana nastepujaco

1 jeslit € [~1/2,+1/2]

Ale) :{ 0 jeslit ¢ [~1/2,+1/2]
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Nodnikiem tej funkcji jest przedzial [—1/2,+1/2], transformata Fouriera
B(w) = % Nosnikiem transformaty Fouriera jest calta o$ liczbowa.
Transformata zanika jak % i okredla sie to zanikanie jako wolne (w po-
réwnaniu do zanikania wykladniczego). Jezeli transformata Fouriera jest

funkcja bramkowa

Blw) 1 jesliw e [-1/2,41/2]
TV 0 jesliw ¢ [<1/2,41/2]

transformata odwrotng jest funkcja %Smt(/# i jej nosnikiem jest cata o$

liczbowa.

2.2.2 Zasada nieoznaczonosci

Zalozylismy, ze rozpatrywane sygnaty maja skonczona energie, tj. ze

lg(®)|1? = / TP dt < oo (2.63)

—0o0

Funkcja podcatkowa po prawej stronie powyzszego wzoru, tj.

lg()]%, (2.64)

nazywana jest gestoscig energii sygnatu g(t). Taki sygnal, a $cislej jego
energie, mozna dodatkowo scharakteryzowac¢ za pomocag dwoch parame-
trow:
odcietej srodka ciezkosci gestosci energii sygnatu
“+oo
. [t g(t))? at

N PO (2.65)

i wariancyi gestosci energii sygnatu

2 _ f_Jr;o(t —t0)? |g(t)|* dt
o FOIE ' (2.66)
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Pierwiastek z wariancji gestosci energii sygnatu, tj. o;, jest nazywany
szerokoscig Sredniokwadratowq sygnatu [28].

Szeroko$¢ sredniokwadratowa jest miara stopnia skupienia (rozpro-
szenia) energii sygnatu wokét odcietej érodka ciezkosci. Przedzial [t —
oy, t+ o] jest przedziatem o najwiekszej koncentracji energii sygnatu i
dla funkcji o nieograniczonym nosniku jest analogiem nosnika funkcji o
zwartym nosniku [5].

Energie sygnatu w dziedzinie czestotliwosci mozna obliczy¢ za pomoca
wzoru Plancherela (2.62), z ktérego wynikaja dwa parametry sygnatu w
dziedzinie czestotliwosci:

odcieta Srodka ciezkosci widma gestosci energii sygnatu

fj;o w |G(w)]? dw

w= (2.67)
1G(w)][?
i wariancja widma gestosci energii sygnatu
+oo ~\2 2
w—w) |Gw)]® dw
L [Te=9P G e .

¢ |G (w)I]?
Pierwiastek z wariancji widma gestosci energii, tj. o, jest nazywany
szeroko$ciq Sredniokwadratowq widma sygnahu.

Skupienie energii sygnatu wokot érodka ciezkosci gestos$ci energii i
srodka ciezkosci widma gestosci energii ma swoje ograniczenie nazywane
zasadq nieoznaczonodci®, wyrazajaca sie nastepujaca nieréwnoscia [28]

oy 0, > % (2.69)
Roéwnosé zachodzi tylko dla sygnatu w postaci funkeji Gaussa.
Jednym z gltéwnych sposobéw analizy wtasnosci sygnatu f(¢) jest jego

lokalne usrednianie za pomoca innego sygnatu g(t), ktére wyraza iloczyn

3Nazwa zostala zapozyczona z zasady nieoznaczonoéci Heisenberga w fizyce kwan-
towej [28].
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skalarny w dziedzinie czasu < f(t), g(t) > lub w dziedzinie czestotliwosci
< F(w),G(w) >. Niech £, 0,, &, 0, beda parametrami charakteryzuja-
cymi sygnal g(t). Parametr o, informuje nas, ze impulsy w sygnale f(¢)
potozone w otoczeniu chwili ¢ i w odlegtosci od siebie bliskiej oy nie zo-
stana rozroznione przez wspomniany wyzej iloczyn skalarny, co wynika
z wladciwosci catki oznaczonej. Analogiczna uwaga dotyczy dwoch cze-
stoliwodci w sygnale f(t) bliskich czestotliwosci @ i o réznicy bliskiej oy,
tj. nie zostang one rozréznione przez iloczyn skalarny < F(w), G(w) >.
Parametry o, i 0, sa miarami rozdzielczosci w dziedzinie czasu i w dzie-
dzinie czestotliwosci sygnatu analizujacego g(t).

Prostokat na ptaszczyznie czas-pulsacja o bokach o; i o, ktorego
érodkiem jest punkt (£, &), jest nazywany kostka Heisenberga danego sy-
gnalu. Sygnal przeskalowany g,(t) = \/ig g(t/s), s > 0 ma kostke Heisen-
berga o bokach so; i o/s. Skalowanie sygnatu zmienia wymiary kostki
Heisenberga, ale powierzchnia kostki pozostaje niezmieniona i jest réwna

O¢ Oy

2.2.3 Splot funkcji

Zaréwno w przestrzeni funkcji, jak 1 w przestrzeni ich transformat Fo-
uriera wazna operacja matematyczna jest splot funkcji. Splot przypo-
rzadkowuje dwoém funkcjom f(t) i h(t) trzecia funkcje g(t), zdefiniowana

nastepujaco?

400 +00
g(t) = f=h(t) = f(r) h(t—7) dr = f(t—7) h(r) dr.

B (2.70)

4W literaturze dotyczace]j przetwarzania sygnaléw uzywane jest réwniez oznaczenie

symboliczne splotu funkcji w postaci g(t) = f(t) * h(t), patrz na przyktad [28], [15].
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Istnieje zwigzek miedzy splotem i iloczynem skalarnym funkcji. Niech

h(t) oznacza lustrzane odbicie funkcji h(t) wzgledem prostej t = 0, tj.
h(t) = h(—t). (2.71)

Funkcja h(t) jest nazywana funkcja rewersyjna wzgledem funkcji h(t).
Oznaczmy przez h.(t) translacje funkcji h(t), tj.

ho(t) = h(t — 7). (2.72)
Wowezas
Frh(r) = _:o F(t) h(r —t) dt (2.73)
= :o f(t) h(t—7) dt (2.74)
= :O f(t) ho(t) dt (2.75)
= < f(t), he(t) >. (2.76)

Dowodzi sie nastepujach wlasnosci splotu:
e przemienno$¢ splotu f x h(t) = h* f(¢)

e rozdzielnosé splotu wzgledem dodawania f* (h+g)(t) = fxh(t) +
fxg(t)

e tacznosé splotu fx (hxg)(t) = (f = h) * g(t).

Elementem identycznosciowym splotu jest dystrybucja delta Diraca 6(t),

zdefiniowana nastepujaco [28]

)0 dlat#0
o) = { o dlat—0 (2.77)
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oraz

/ T dt = 1. (2.78)

Uzyteczng wladciwoscig delty Diraca jest tzw. wtasciwosc filtracji
/ f(7) 8 —1) dr = f(2). (2.79)

Powyzsza wtasciwos¢ jest rowniez nazywana wiasciwos$ciq przesiewania
(ang. sifting property) [15].

Transformata Fouriera delty Diraca

Aw) = /_ o e dr = 1 (2.80)

oo

Transformata Fouriera splotu funkcji jest iloczyn transformat. Niech
F(w) bedzie transformata Fouriera funkcji f(t), a H(w) transformata
funkeji h(t). Wéwezas funkeja

g(t) = f * h(t) (2.81)

ma transformate Fouriera

Gw) = F(w) H(w). (2.82)

2.2.4 Splot dyskretny

Fundamentalng operacja przetwarzania sygnatow czasu dyskretnego jest
filtracja sygnatow, ktérej modelem matematycznym w dziedzinie czasu

jest splot ciggéw liczbowych.
Wyrazy ciagu {g[n|}nez, ktory jest splotem dwoch ciagbéw, { f[k]}rez
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i {h[j]} ez, oblicza si¢ ze wzoru®

gl = frhln) = S0 S B —K = S fln—K Ak, nez,

(2.83)
gdzie Z - zbior liczb catkowitych.
Elementem identyczno$ciowym splotu dyskretnego jest impuls jed-

nostkowy &[n|, nazywany delta Kroneckera, zdefiniowany nastepujaco

S L jedlin=0
0 jeslin#0

Jezeli f[n] =0dlan<0in>Lihlnj=0dlan<0in> M, to
glnj=0dlan<0in>L+ M —1.

Ciag g[n], 0 <n < L+ M — 1, mozna obliczy¢ za pomoca algorytmu
od ,strony wejscia” albo za pomocg algorytmu od ,strony wyjsécia”.

W algorytmie od ,strony wejscia” oblicza sie iloczyn f[k] h[j] i zgod-
nie ze wzorem (2.83) dodaje do probki wyjsciowej g[n] o numerze n =

k + j. Tlustruje to ponizsza funkcja w MATLABie.

function g = splot_we(f,h)

% splot ciggéw f i h o dtugosci M i L
% algorytm "od strony wejScia"
M=length(f);

L=length(h);

N=M+L-1;

g = zeros(1,N);

for i=0:1:M-1

5W literaturze dotyczacej cyfrowego przetwarzania sygnaléw uzywane jest takze
oznaczenie symboliczne splotu ciagéw liczbowych w postaci g[n] = f[n] * h[n], patrz
na przyktad [10], [15].
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for j=0:1:L-1
g(1+i+j)=g(1+i+j)+f (1+i)*h(1+]j);

end

end

W algorytmie od ,strony wyjscia” okresla sie, ktore iloczyny f[k] h[n—

k| wnosza wktad do n-tej probki wyjsciowej g[n], 0 < n < L+ M — 1.

[lustruje to ponizsza funkcja w MATLABie.

function g = splot_wy(f,h)

YA
b

splot sygnatéw f i h o dtugosci M i L

algorytm "od strony wyjscia"

M = length(f);
L = length(h);
N = M+L-1;

g = zeros(1,N);
if M>=L

for n=0:1:L-1
for k=0:1:n
g(1+n)=g(1+n) +h (1+k) *f (1+n-k) ;
end
end
for n=L:1:M-1
for k=0:1:L-1
g(1+n)=g(1+n) +h (1+k) *f (1+n-k) ;
end
end
for n=M:1:N-1
for k=n-(M-1):1:L-1
g(n+1)=g(n+1)+h (1+k) *f (1+n-k) ;
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end
end
else
for n=0:1:M-1
for k=0:1:n
g(1+n)=g(1+n)+f (1+k) *h (1+n-k) ;
end
end
for n=M:1:1L-1
for k=0:1:M-1
g(1+n)=g(1+n)+f (1+k) *h (1+n-k) ;
end
end
for n=L:1:N-1
for k=n-(L-1):1:M-1
g(n+1)=g(n+1)+f (1+k) *h (1+n-k);
end
end

end

Dowodzi sie nastepujach wlasnosci splotu dyskretnego:

e przemienno$¢ splotu f x hln| = h * f[n]

e rozdzielno$é splotu wzgledem dodawania f* (h+ g)[n] = f*h[n]+
[ gln]

e tacznosé splotu fx (h* g)[n] = (f * h) % g[n].
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2.2.5 Przeksztalcenie Fouriera sygnaléw czasu dys-

kretnego

Transformatg Fouriera sygnalu czasu dyskretnego, a wiec ciggu liczbo-

wego x[n], n € Z, jest funkcja okresowa

X(e™) = Z x[n] e~ (2.84)

n=—oo
o okresie 2. Transformatg odwrotng jest

o = = [ X(e) e d. (2.85)

2 J_.

Sygnal czasu dyskretnego x[n] moze byé¢ prébkowany z krokiem N, w

wyniku czego powstaje nowy sygnal x,[n|, zdefiniowany nastepujaco

(2.86)

i x[n] jesli n jest calkowita wielokrotnoscia N,
Tpn| =
P 0 W przeciwnym razie.

Wyprowadzimy zalezno$¢ transformaty Fouriera sygnatu z,[n] od trans-

formaty Fouriera sygnatu z[n] dla N = 2. Latwo zauwazy¢, ze

z,n] = %(m[n] + (—1)"1‘[71]) (2.87)
1 | .
=3 x[n| + 3¢ z[n). (2.88)

Transformaty Fouriera obydwu stron powyzszego rownania sg nastepu-

Jace
—inw 1 —inw 1 —inm —1in
pr[n] e = §Zx[n] e + 526 x[n] e7*"{2.89)
= lz z[n] e™™ + 1Z:x[n] e~ M@t (2,90)
2 n 2 n ’

wiec

X, (%) = %(X(ei”)—kX(ei(””)). (2.91)
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W metodach cyfrowego przetwarzania sygnaléw wykorzystywana jest
operacja nazywana decymacjg sygnatu czasu dyskretnego. Decymacja z
krokiem N polega na utworzeniu na podstawie sygnatu z[n| nowego sy-

gnatu y[n| zdefiniowanego nastepujaco
y[n] = z[Nn). (2.92)

Transformaty Fouriera obydwu stron powyzszego réwnania sg nastepu-

Jace

Zy[n] e = Zm[Nn} e . (2.93)

Sygnal x[Nn] jest réwny sygnatowi sprébkowanemu z krokiem N, okre-

slonemu wzorem (2.86)
Zy[n] e = Z@[Nn] e . (2.94)

Wprodzajac nowa zmienng k = Nn lub réwnowaznie n = k/N, otrzy-

mujemy

Y(e™) = > x,[k] e”*/N, (2.95)

k=calkowitej wielokrotnosci N

Sumowanie mozna rozciagna¢ na wszystkie indeksy k, poniewaz x,[k| =

0, jesli k nie jest catkowita wielokrotnoscia N

e}

Y(e¥) = > aplk] e N, (2.96)
czyli
Y(e™) = X,(e™/M), (2.97)

lub
Y (™) = X, (e™). (2.98)
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W przeksztatceniach falkowych wystepuje decymacja z krokiem 2 i
wowezas na podstawie (2.91) mamy bezposredni zwiazek pomiedzy trans-
formata Fouriera sygnatu x[n] i sygnatu y[n] = x[2n]

Y () = %(}(@4W)4-)<@¥@Hﬂ)). (2.99)

Interpolacja zerami nazywa sie tworzenie sygnalu y[n] na podstawie

sygnatu z[n] w nastepujacy sposéb

il = { z[k] jeslin = kN (2100)

0 W przeciwnym razie,

czyli jest to wstawianie N —1 zer pomiedzy kazda pare sasiednich probek
sygnatu z[n]. Zwiazek pomiedzy transformata Fouriera sygnatu interpo-

lowanego zerami y[n| i sygnatu x[n] pokazuja ponizsze przeksztatcenia

o [e.e]

Y(e™) = Z yln] e = Z w[k] e”®NY = X (™). (2.101)
n=-—oo k=—oc0

W przeksztatceniach falkowych wykorzystuje sie interpolacje zerami

dla N = 2, czyli wstawia sie jedno zero pomiedzy kazda sasiednig pare

probek. Wowczas

k) jeslin = 2k
yn] = 4 kL Jeslin (2.102)
0 jeslin=2k+1
i
Y(e®) = X (™). (2.103)

Istnieje zwigzek pomiedzy transformatg Fouriera sygnatu czasu cia-
glego i transformatg Fouriera sygnatu czasu dyskretnego uzyskanego w
wyniku prébkowania z krokiem 7' > 0 sygnalu czasu cigglego. Zwiazek

ten wyraza ponizsze twierdzenie.



48 2 PODSTAWY MATEMATYCZNE

Twierdzenie. Transformata Fouriera sygnatu czasu dyskretnego fy[n]

otrzymanego w wyniku prébkowania z krokiem 7' sygnatu czasu ciagtego

F(t) jest

Fale) = 7 > F(w + T) (2.104)

Dowdd twierdzenia jest podany na przyktad w monografii [12].

2.2.6 Dyskretne przeksztalcenia Fouriera

Dyskretne przeksztalcenia Fouriera (ang. Discrete Fourier Transform, In-
verse Discrete Fourier Transform) dotycza sygnatéw czasu dyskretnego
f[n] o skonczonym czasie trwania 0 < n < N lub sygnaléw okresowych

o okresie N.

Dyskretng transformatq Fouriera (DFT) sygnatu f[n] jest ciag okre-

sowy o okresie N
Flkl =Y fln] e *@ /M g =0,1,...,N — 1. (2.105)

W przypadku sygnatu okresowego wspoétczynniki transformaty wy-
starczy obliczy¢ dla jednego okresu, przy czym zakres indekséw n nie
musi by¢ ciggiem 0,1,... N — 1, ale moze by¢ dowolnym ciggiem ko-
lejnych liczb obejmujacym pelny okres, na przyktad jesli N jest liczba
parzysta, to —N/2, —N/2+1,...,—-1,0,1,...,N/2 — 1.

Jezeli sygnal f[n] jest sygnatem rzeczywistym, to nie wszystkie wspo6t-

czynniki transformaty sa niezalezne. Wspétezynnik F[N — k] mozna za-
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pisa¢ nastepujaco

N—-1

FIN -k = fln] eI =R)En/N)n (2.106)
v

_ Zf[n] eik(27r/N)n (2'107)
n=0

= F*[E]. (2.108)

Oznacza to, ze majac wspolezynniki F[k] dla 0 < k < N/2, wspolezyn-
niki o indeksach N/2 < k < N mozna obliczy¢ z zaleznosci F|N — k] =
F*[k], podstawiajac k = 1,2,...,N/2 — 1.

Odwrotng dyskretng transformate Fouriera (IDFT) wyraza wzor

1 N—
Flk] em@/Nk o —0,1,...,N — 1. (2.109)
k;:()

,_.

Wzory (2.105) i (2.109) nalezy traktowaé jako definicje DFT i IDFT,
a nie jako wzory do obliczania transformat, gdyz zastosowanie ich wy-
maga wykonania N2 mnozeni i dodawan liczb zespolonych i jest bardzo
nieefektywne obliczeniowo. Istnieje rodzina algorytmdéw okreslanych mia-
nem Fast Fourier Transform (FFT), ktorych ztozono$é obliczeniowa jest

rzedu O(N log, N) i sa one powszechnie wykorzystywane do obliczania
DFT i IDFT [33] [10] [21].

Przyktadem algorytmu z rodziny FF'T jest radix-2, obliczajacy trans-
formaty N-punktowe dla N bedacych potega dwojki. Wymaga on wy-
konania N/2log, N mnozen na liczbach zespolonych. Rozpatrzmy 1024-
punktowa dyskretng transformate Fouriera. Wowczas N/2log, N/N? =
0,0049, co oznacza, ze radix-2 wymaga 0,49% dziatan niezbednych do

obliczenia transformat ze wzoréw (2.105) albo (2.109).
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Splot kolowy

Splot dyskretny zdefiniowany wzorem (2.83) ¢ dotyczy ciaggéw liczbowych
(sygnaléow) okreslonych dla n € Z. Dla sygnatéw o skoniczonym czasie
trwania, tj. okreslonych na przyktad dlan =0,1,2,...,N — 1, N < o0,
definiuje sie tzw. splot kotowy. Naturalna droga do zdefiniowania splotu
kotowego dla sygnaléw o skonczonym czasie trwania prowadzi poprzez
zdefiniowanie najpierw splotu kotowego dla sygnaléow okresowych.
Niech dane beda dwa sygnaly o skonczonym czasie trwania: f[n],
n=201,2...,N—1ih[n],n=20,1,2,..., N — 1. Na podstawie tych
sygnatow mozna utworzy¢ sygnaty okresowe o okresie NN, zdefiniowane

nastepujaco

fln] = fln mod N], h[n]=h[n mod N], ne€Z (2.110)

Splot kotowy sygnatéw okresowych f[n] i hln] jest sygnatem okresowym

g[n] o okresie N, zdefiniowanym nastepujaco:

gn] = f®h[n] (2.111)
= fIk] hln — k| (2.112)
= ~ hlk] fin — k] (2.113)

dla  n € Z. Indeks £ w powyzszych wzorach zawiera sie w przedziale
liczb catkowitych [0, N — 1], natomiast indeks n — k wychodzi poza ten
przedziat. Sygnat okresowy przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci w jed-
nym okresie, na przyktad w okresie odpowiadajacym indeksom [0, N —1].
Zatem probki sygnatu o indeksach m+rN, m =0,1,2,... , N—1,r € Zsa

rowne odpowiednio probkom sygnatu o indeksach m =0,1,2,..., N — 1.

6Splot ten nazywany jest réwniez splotem liniowym.
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Odwzorowanie indekséw z dowolnego okresu na okres odpowiadajacy in-
deksom m = 0,1,2,..., N —1 odbywa si¢ za pomoca operacji modulo N,
tj. m = (m+rN) mod N.

Uwzgledniajac powyzsze oraz sposob konstrukeji sygnatéw okreso-
wych f[n] i h[n] n € Z, definicja splotu kolowego sygnaléw o skoriczonym

czasie trwania przyjmuje postac

gln] = f®hn] (2.114)
- flk] h[(n — k) mod N] (2.115)
= S hlk] fl(n — k) mod N] (2.116)

dlan=0,1,2,...,N — 1.

Splot kotowy sygnaléw f[n| i hln], 0 < n < N mozna obliczy¢ za
pomocy dyskretnych przeksztalcen Fouriera. W tym celu obliczmy dys-

kretna transformate Fouriera sygnatu f[n]

=z

Flk] =) flp] e7®*C/Ne  p=0,1,...,N—1 (2.117)

3
I
o

i dyskretna transformate Fouriera sygnatu h[m]

N-1
H[k] = h[m] e *Cm/Nm | =0,1,... N - 1. (2.118)

m=0

Odwrotng dyskretng transformate Fouriera iloczynu tych transformat
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stanowi wzor

N-1
1 ,
gin] =+ D_ FIk] HIK] en(2m/N)k (2.119)
k=0
1 N-1 N-1 N-1
_ N < f[p] —ik( 27r/N)p)< h —zk (2 /N)m > em(27r/N)k
k=0  p=0 m=0
| NoIN-1 N-1
_ N f ezn p—m) (2w /N)k (2120)
p=0 m=0 k=0
dlan =0,1,...,N — 1. W celu uproszczenia powyzszych trzech sum
zbadajmy sume
N-1 N-1 .
Z i(n—p—m) (27 /N)k Z |: i(n—p—m QW/N)] ' (2121)
k=0 k=0

Jezeli n — p —m jest rowne catkowitej wielokrotnosci N, tj. (n —p —m)

mod N = 0, to uwzgledniajac okresowosé funkeji e, otrzymujemy

=z
=

[ ez‘(npmxzw/mr N (2.122)
0

x~
I

0

e
Il

Jezeli (n—p—m) mod N # 0, to powtarzajac obliczenia z punktu 2.1.3,

dochodzimy do wniosku, ze

N-1 N
[ez’(n—p—m)(%r/N)] =0, (2.123)
k=0
czyli ze
N-1 -
iln—p—m)(2n/N)k N jesli(n—p—m) mod N=0
o 0 jesli(n—p—m) mod N #0.

Z potrdjnej sumy (2.120) pozostaja tylko sktadniki, ktérych indeksy spet-

niaja warunek (n —p —m) mod N = 0. Obliczajac z tego warunku
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m = (n—p) mod N izastepujac w (2.120) indeks m wyrazeniem (n—p)
mod N, ostatecznie otrzymujemy

gln] = 7f[p]h[(n—p) mod N|, n=0,1,...,N—1, (2.124)

p=

[e=]

co dowodzi postawionej wczesniej tezy, ze splot kotowy dwdch sygna-
tow okresowych mozna obliczy¢ za pomoca dyskretnych przeksztatcen
Fouriera.

W celu obliczenia splotu kotowego za pomoca dyskretnych przeksztat-
cen Fouriera nalezy obliczyé: dyskretne transformaty Fouriera F[k] =
DFT{f[n]}, 0 < k < N, H[k] = DFT{h[n]}, 0 < k < N i dyskretna

transformate Fouriera sygnatu g[n| wedtug wzoru
Gkl = Flk] H[k], 0<k< N. (2.125)

Odwrotna dyskretna transformata Fouriera IDFT{G[k]} jest poszuki-
wanym rozwiazaniem.

Ponizej zamieszczono funkcje w jezyku MATLAB realizujaca opisany
wyzej sposob obliczania splotu kotowego dwoch sygnatow z wykorzysta-

niem algorytmu FFT obliczania dyskretnych transformat Fouriera.

function [gl=splot_FFT(f,h)
% splot sygnatéw o diugosci L i M za pomocag FFT
L=length(f);
M=length(h);
N=L+M-1;
a=zeros(1,N);
for n=1:1:M
a(n)=f(n);
end

b=zeros(1,N);
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for n=1:1:L
b(n)=h(n);
end
A=fft(a);
B=fft(b);
G=zeros(1,N);
for n=1:1:N
G(n)=A(n)*B(n);
end
g=zeros(1,N);
g=ifft(G);

Splot kotowy moze stuzy¢ do obliczenia splotu liniowego. Niech dane
beda dwa sygnaly o skoficzonym czasie trwania: f[n], 0 < n < L i h[n],
0 <n < M. Splot liniowy tych sygnaléw f * h[n] jest sygnatem okreslo-
nymdla0 <n < N, gdzie N = L+ M — 1. Utwérzmy sygnaty o dtugosci

N probek wedhug wzordw:

y fln] jesio<n<L

fln] = .
0 jesi L <mn < N

. hin] jesli0 <n< M

hin] =
0 jesli M <n < N

Wowezas
fxhn)l=f@®hln), n=0,1,2,...,N—1, (2.126)

co oznacza, ze splot liniowy sygnalow o skonczonej dlugosci moze by¢

obliczony za pomocg dyskretnych przeksztatcen Fouriera.
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2.2.7 Okienkowa transformata Fouriera

Przeksztalcenie Fouriera definiuje reprezentacje sygnatu g(t) w dziedzi-
nie czestotliwosci f lub pulsacji w, przy czym w = 27 f. Dwie row-
nowazne reprezentcje (w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci)
moga sie mocno rézni¢ ,ksztattem”. Delta Diraca jest w dziedzinie czasu
impulsem o nieskonczenie krétkim czasie trwania, natomiast jej trans-
formata Fouriera jest funkcja stata réwng 1 dla kazdej czestotliwosci.
Nognik delty Diraca w dziedzinie czasu jest nieskonczenie krétki, nato-
miast nosnik w dziedzinie czestotliwosci jest nieskonczenie dtugi. Funkcja
Gaussa ma te sama posta¢ w dziedzinie czasu, jak i w dziedzinie czesto-

2 . s
™" jest rowna

tliwosci. Transformata Fouriera funkcji Gaussa ¢(t) = e~
G(f)=eT/ *. Inzynierowie wola uzywaé czestotliwodci zamiast pulsacji,
natomiast matematycy na odwrét. To, ze funkcja Gaussa ma doktadnie
te samag posta¢ w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwos$ci, mozna
przytacza¢ jako argument za ,wyzszoScia” czestotliwosci nad pulsacja.
Oczywiscie ksztatt funkcji Gaussa jest zachowany w dziedzinie pulsacji,
gdyz g(t) = e~/

wazng wlasnoscia funkcji Gaussa jest jej bardzo szybkie zanikanie. I tak,

ma transformate Fouriera G(w) = 27 e /2. Inng

i

na przykltad g(t) = e=™ prayjmuje wartosci g(0) = 1, g(1) = 0,0432,
g(2) = 3,4873 1075, ¢(3) = 5,2555 10713, Stad mozna przyjaé, ze dtu-
gos¢ nosnika, teoretycznie nieskonczona zarowno w dziedzinie czasu, jak

i w dziedzinie czestotliwosci, w praktyce jest skonczona.

Niezaleznie od tego, jaki sygnal jest poddawany przeksztatceniu Fo-
uriera, to w jego wyniku, czyli w transformacie Fouriera, nie bedzie in-
formacji o lokalnych w czasie wlasnosciach czestotliwosciowych sygnatu.
Jezeli na przyklad w pewnym przedziale czasu [t1,t3] w przetwarzanym
sygnale dominuje lub istnieje wylacznie sygnat cos(27fit), a w innym

przedziale czasu [ts, t4], t3 > to sygnal cos(27w fot), fi # fa, to w transfor-
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macie Fouriera bedzie informacja, ze w sygnale sg czestotliwosci fi 1 fo,
ale nie bedzie informacji, w jakich przedziatach czasu te czestotliwosci
wystepuja.

Informacje o lokalnych w czasie wtasnosciach czestotliwosciowych sy-
gnaltu zachowuje tzw. okienkowe przeksztalcenie Fouriera (ang. Windo-
wed Fourier Transform). Jest ono zwiazane z tzw. okienkowaniem sy-
gnatu. Okienkowanie polega na pomnozeniu sygnatu przez funkcje na-
zywana funkcjq okna, ktora poza skonczonym nosnikiem (zwartym) jest
rowna zeru. Okienkowanie sygnalu bywa stosowane w obliczaniu dyskret-
nej transformaty Fouriera w celu zmniejszenie tzw. przecieku widmowego
sygnatu i wtedy nosnik okna jest réwny dtugosei sygnatu [26]. W okienko-
wym przeksztatceniu Fouriera nosnik okna jest duzo krétszy od dlugosci
transformowanego sygnatu.

Koncepcja okienkowej transformaty Fouriera dla przypadku sygnatow
czasu dyskretnego zostanie przedstawiona na przyktadzie zaczerpnietym
z [23]. Niech oknem bedzie ciag liczbowy o dtugosci N, bedacy sprobko-

wanym sinusem w przedziale réwnym potowie okresu sinusa, tj.

sin <%(n—|— 0, 5)) jedli0<n < N
0 jeslin <0lubn > N.

wln] = (2.127)

Zaktadamy, ze obliczeniu okienkowej transformaty Fouriera podlegaja
probki sygnatu f[n] n > 0 w liczbie réwnej wielokrotnosci potowy diu-
gosci okna (IN/2). Rozpatrzmy przesuniete o wielokrotnosé N/2 wersje

okna w[n —mN/2] i odpowiadajace im okienkowane wersje sygnatu f[n]
fmln] = win —mN/2] fln], n>0, m>0. (2.128)

Okienkowane wersje sygnatu f,,[n] i fi41[n] zachodza na siebie w 50%.

Z okienkowanego sygnatu f,,[n] tworzymy ciag {gm[l]}o<i<n

gmll] = fn[mL/2+1, 0<I<N. (2.129)
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Formalnie ciag {gm[l]}o<i<y mozna traktowaé¢ jako jeden okres ciagu
okresowego. Ciag g, [l] jest poddawany N - punktowej dyskretnej trans-
formacji Fouriera i w wyniku powstaje okienkowa transformata Fouriera

sygnatu f[n], ktérej wspotezynniki sa réwne

Sfim k] =S wll] fimL/2+1 e *F, m>0, 0<k<N. (2.130)

W praktyce do obliczania DFT kazdego ciagu g,,[l] uzywa sie algorytmu
FFT. Wersja radix-2 algorytmu FFT wymaga sygnatu zawierajacego Ny
probek, gdzie N; jest potega liczby 2 i Ny musi by¢ nie mniejsze niz V.
Jesli Ny > N, to ciag {gm[l]}o<i<ny nalezy dopemi¢ na koncu Ny — N
zerami. Jezeli okienkowsg transformate Fouriera oblicza sie dla 0 < m <

M, to jej ztozonosé obliczeniowa jest O(M N log, N).

Mozna postawi¢ pytanie dotyczace rozdzielczosci okienkowej trans-
formaty Fouriera w dziedzinie czasu, tj. dlaczego okno jest przesuwane
o potowe jego dtugosci. OdpowiedZ moze by¢ nastepujaca. Kazda dobra
reprezentacja sygnalu powinna zachowywac jego wtasnosci. Za kryterium
zachowania wtasnosci sygnatu w nowej reprezentacji mozna uzna¢ moz-
liwo$¢ obliczenia na podstawie tej nowej reprezentacji sygnatu oryginal-
nego, tj. mozliwos¢ wykonania doskonatej rekonstrukcji sygnatu. Mate-
matyk okresli te wlasnos¢ przeksztatcenia krotko: musi istnieé¢ transfor-

mata odwrotna.

Pokazemy, ze okno w postaci ciagu (2.127) i przesuniecia w dziedzi-
nie czasu o potowe dtugosci tego okna daja reprezentacje umozliwiajaca

doskonaly rekonstrukcje sygnatu. W tym celu zbadajmy ciag y[n| zdefi-
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niowany nastepujaco

ylnl = Y fuln) wln —mN/2] (2.131)
= Y fln] (wln —mN/2])? (2.132)
= f[n] Y pln—mnN/2], (2.133)

gdzie p[n — mN/2] = (w[n — mN/2])2. Z ostatniego réwnania wida¢, ze

warunkiem doskonatej rekonstrucji sygnatu jest rownosé
> pln—mN/2] = 1. (2.134)

Dla kazdego n w powyzszej sumie sa tylko co najwyzej dwa roézne od
zera skladniki, gdyz tylko dwa okna przesuniete wzgledem siebie o N/2
zachodzg w polowie na siebie. Zgodnie z (2.127)

pln—mN/2] = sin? (%(n —mN/2 40, 5)), (2.135)
pln— (m+1)N/2] = sin? (%(n — (m+1)N/2+0, 5)) (2.136)
= cos? (%(n —mN/2 +0, 5)), (2.137)

wiec

> pln—mN/2) = 1. (2.138)

Dla poczatkowych N/2 i konicowych N/2 prébek sygnatu f[n], gdzie jest
tylko jedno okno, nalezatoby poda¢ inny wzor na doskonatg rekonstrukcje
sygnatu. Jednakze w cyfrowym przetwarzaniu sygnaléw czesto poczat-
kowe i konicowe prébki nie maja znaczenia (sa pomijane).

Kwadrat modutu okienkowej transformaty Fouriera sygnatu f[n]

| Sfm, k] |? (2.139)
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jest nazywany spektrogramem sygnatu f[n]. Spektrogram obliczony z
wykorzystaniem algorytmu FFT jest uktadem dyskretnych punktéw na
plaszczyznie czas-czestotliwo$é (pulsacja). Indeks m odpowiada chwili
czasowej t,, = mANT, gdzie AN - liczba niepokrywajacych sie probek
dwdbch sgsiednich okien, T' - okres probkowania. Indeks k odpowiada pul-
sacji wy = k% /T. Pulsacje wy dla 0 < k < N/2 odpowiadaja dodatnim
czestotliwodciom, pulsacje wy, dla N/2 < k < N odpowiadaja ujemnym
czestotliwosciom. W przypadku sygnatu rzeczywistego wystarczy zapa-
mietaé tylko wspotezynniki o indeksach 0 < k& < N/2 (patrz punkt 2.2.6).

Cecha charakterystyczng dekompozycji sygnatu za pomoca okienko-
wej transformaty Fouriera jest pokrycie ptaszczyzny czas-czestotliwosé
kostkami Heisenberga ,atoméw” g(t — mty) e*?7/ot ktérych wszystkie

kostki maja te same wymiary.

2.2.8 Okienkowa transformata Fouriera z okienko-

waniem funkcjg Gaussa

Okienkowa transformata Fouriera sygnatu czasu ciagtego f(t) jest zdefi-

niowana nastepujaco

—+00

Sf(t,w) = f(r) gt —t) e ™7 dr, (2.140)

gdzie g(7) jest funkcja okna. Z definicji wynika, ze transformata ta jest
funkcja dwoch zmiennych cigglych: czasu t i pulsacji w. Wygodnie jest

zdefiniowaé¢ zmodulowang funkcje okna
Grw(T) = €7 g(T — 1) (2.141)

i zapisywaé okienkowsg transformate Fouriera w postaci iloczynu skalar-

nego sygnatu f(7) i zmodulowanej funkcji okna g, (7)

Sftw) =<f, grw>. (2.142)
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Wzgledy numeryczne wymagaja dyskretyzacji okienkowej transformaty
Fouriera, tj. wyznaczenia punktow na plaszczyznie czas-czestotliwosé (,,, wy),
w ktorych ma by¢ obliczona transformata S f[m, k| = Sf (tm, wk).

Niech ¢y > 0 bedzie krokiem, z jakim wykonana bedzie dyskretyzacja
osi czasu, a wy > 0 krokiem, z jakim bedzie wykonana dyskretyzacja osi
pulsacji. Wprowadzajac nastepujace oznaczenie zdyskretyzowanej, zmo-

dulowanej funkcji okna
gmk(t) = g(t — mto) ™", (2.143)

zdyskretyzowang okienkowsg transformate Fouriera mozna zapisa¢ naste-

pujaco
Sfim,k] =< f, gmr > meZ, kel (2.144)

Zagadnienie wyboru wartosci ty i wy zostato rozwigzane dla rozpieé,
o ktérych byta mowa w punkcie 2.1.2. Zbior {gm i}, (m, k) € Z* stanowi
rozpiecie, jesli istniejg dwie stale 0 < A < B < oo, takie ze

400 +o00

A/ fOPdt < D | < f gmp > < B / |F(6)[dt (2.145)
e m,k —o0

dla kazdego sygnatu f € L*(R). Wowczas sygnal f(t) mozna zrekonstru-

owa¢ wedtug wzoru

F@&) =D SFim,k] Gua(t), (2.146)

m,k
gdzie {Gm i} to wektory rozpiecia dualnego. Z praktycznego punktu wi-
dzenia szczegblnie interesujace sa rozpiecia ciasne, gdy A = B, w przy-

padku ktoérych powyzszy wzor przyjmuje postac

F&) = A<, gri > gma(t). (2.147)

m,k
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Jak zostato wczesniej wspomniane, najwieksza koncentracje energii
zarowno w dziedzinie czasu, jak i w dziedzinie czestotliwosci ma funkcja
Gaussa i jest ona czesto wykorzystywana jako funkcja okna

2

gty =m Ve 7. (2.148)
W pracy [5] podano, ze uktad wektorow
Imp(t) =74 e Y ettt meZ, kez (2.149)

dla ty = 11wy = 7/2 tworzy rozpiecie ze stalymi A = 3,854 1 B = 4, 147.
Stale A i B spetiaja warunek B/A — 1 = 0,076 < 1, wiec rozpiecie
moze by¢ uznane za rozpiecie ciasne i rekonstrukcja sygnatu moze by¢

wykonana wedtug wzoru (2.147).

2.3 Funkcje o nosniku zwartym

Jak wspomniano we wprowadzeniu, wazna klasg falek sg falki o nosnikach
zwartych (ang. compactly supported wavelets). W niniejszej pracy rozpa-
trywane sa falki, ktore przyjmuja wartosci rzeczywiste, tj. nalezace do
R, i ktorych dziedzing jest prosta R. Ponizej wyjasniono pojecie no$nika
zwartego funkcji.

Nosnikiem funkcji jest zbior argumentow, dla ktérych funkcja przyj-
muje warto$¢ rézna od zera. Oznaczajac nosnik litera (), definicje no$nika

symbolicznie mozna zapisa¢ nastepujaco

Q={teR|y(t)+0}. (2.150)

Zilustrujemy powyzsza definicje ponizszym przyktadem. Niech funkcja
f(t) bedzie zdefiniowana nastepujaco

ﬂﬂ:{mw)p@m<w

0 jesli [t| > .
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Nognikiem funkcji f(#) jest suma dwoch przedziatéw otwartych (—m,0)U
(0,7).

W celu wyjasnienia pojecia nosnik zwarty wprowadzimy dwa dodat-
kowe pojecia: otoczenia punktu i punktu skupienia zbioru.

Otoczeniem punktu ¢ na osi liczbowej R jest przedziat (¢t — 0,t + 9),
6> 0.

Punktem skupienia zbioru jest punkt, w ktérego kazdym otoczeniu
jest punkt tego zbioru.

Latwo zauwazy¢, ze nosnik funkcji f(t) ma trzy punkty skupienia,
ktore do tego zbioru nie nalezg. Sg to punkty: t = —m, t =0it = 7.

Nosnik nazywamy nosnikiem domknietym, jesli zawiera wszystkie punkty
skupienia noénika.

Nosnikiem domknietym funkcji f(¢) jest zbiér punktéw (—m,0) U
(0,7) U{—m, 0,7}, tj. przedzial domkniety [—m, 7.

Nosnik domkniety i ograniczony jest nosnikiem zwartym.

Noénik domkniety funkeji f(t) jest ograniczony, bo spelnia warunek
ograniczenia —7w < t < 7, jest zatem nosnikiem zwartym.

Termin no$nik mozna zastapi¢ terminem zbiér w przestrzeni liczb
rzeczywistych R. Przedzial domkniety [a,b] na osi liczbowej R, taki ze
—o0 < a < b < oo, jest zbiorem zwartym.

W powyzszym przedstawieniu pojecia zwarto$ci zbioru ograniczono
sie do najprostrzej przestrzeni, jaka jest prosta R. Czytelnika zaintereso-
wanego bardziej szczegdtowym omodwieniem pojecia zwartodci zbioru w
dowolnej przestrzeni topologicznej odsytamy do podrecznikéw topologii,
na przyktad do podrecznika [22].

Falki ortogonalne o zwartym nosniku opisane w punkcie 4.2 i falki
biortogonalne o zwartym nosniku opisane w punkcie 4.3 przyjmuja poza
skoficzonym przedziatem [a, b] wartosci réwne zeru. W punktach brze-

gowych ¢ = a i t = b réowniez przyjmuja warto$¢ zero. W przedziale
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otwartym (a,b) przyjmuja wartos¢ zero w skonczonej liczbie punktéw.
Nie istnieja wzory analityczne pozwalajace oblicza¢ wartosci tego rodzaju
falek, ale istnieje algorytm iteracyjny nazwany kaskadowym, pozwalajacy

oblicza¢ wartos¢ falki z dowolna doktadnoscia.
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3 Analiza wieloskalowa sygnalow

Analiza wieloskalowa'! jest podstawsa przeksztalcen falkowych sygnatéw.
Stanowi elegancki system aksjomatyczny, opracowany w roku 1986 przez
Stefana Mallata i Yves Meyera, prowadzacy bezposrednio do efektyw-
nych metod przetwarzania sygnatow niestacjonarnych. Poniewaz ksigzka
ta jest adresowana w pierwszej kolejnosci do inzynieréw, a w drugiej do
matematykow, wiec przedstawienie istoty analizy wieloskalowej rozpocz-
niemy od intuicyjnego ujecia na przykladzie tzw. analizy wieloskalowe;j

Haara.

3.1 Nieformalne wprowadzenie do analizy

wieloskalowej

W metodach falkowych przetwarzania sygnaléw wystepuja dwa $cisle ze
soba zwiazane pojecia: skala i rozdzielczo$¢. Rozumienie pojecia skali jest
podobne do potocznego, zwigzanego chociazby z mapa. W duzej skali nie
widaé¢ szczegdtow, bo jest mata rozdzielczos¢; w matej skali wida¢ szcze-
gbly, bo jest duza rozdzielczo$é. Matematycznie skala bedzie reprezento-
wana przez zmienna s > (0, przy czym szczegdlnie interesujace beda skale

diadyczne, tj. takie, ze s = 2/, j € Z. Odwrotnoéé¢ skali, w szczegdlnodci

'W literaturze oprécz terminu analiza wieloskalowa uzywany jest termin analiza

wielorozdzielcza [2] (ang. multiresolution analysis).
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diadycznej, tj. % = 277, j € 7Z, bedzie nazywana rozdzielczoscia. Skale
(a tym samym rozdzielczosé¢) mozna powiazaé z czestotliwoscia i za po-
moca analizy falkowej przeprowadzi¢ analize czestotliwosciows sygnatu
z uwzglednieniem wtasnosci lokalnych sygnatu w dziedzinie czasu. To
upodabnia falkowsg analize wieloskalowa do okienkowej analizy Fouriera,
ale w przeciwienstwie do reprezentacji, jaka jest okienkowa transformata
Fouriera, falkowa reprezentacja wieloskalowa nie musi by¢ reprezentacja
redundancyjna. Wieloskalowa reprezentacja falkowa sygnatu czasu dys-
kretnego o dlugosci N probek moze sktadaé¢ sie z N wspotezynnikow
falkowych umozliwiajacych rekonstrukcje sygnatu.

Rozwazmy przestrzen funkcji stalych na przedziatach [n, n + 1),
n € Z, oznaczajac ja symbolem V{. Latwo jest skonstruowaé baze tej
przestrzeni, gdyz wystarczy zdefiniowaé funkcje

o(t) = (3.1)

1 jeslite [0, 1)
0 jeslit ¢ [o, 1)

i przyjaé jako baze zbiér translacji catkowitoliczbowych funkeji ¢g(t), tj.

{do(t — 1) }nez. (3.2)

Funkcje ¢o(t) charakteryzuje jednostkowa norma

ln(o)] =\/ [ ientopae =\ [owoka =1 @

oraz rownosé

" et = /0 Lot = 1. (3.4)

Takie same wlasnosci ma kazda translacja ¢o(t — n), n € Z. Nosnikiem
funkcji ¢o(t) jest przedziat [0, 1), za$ nosnikiem translacji ¢o(t — n) jest

przedziat [n, n+ 1). Nosniki funkcji tworzacych baze sa roztaczne, wiec
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iloczyn skalarny dwéch translacji < ¢o(t —n), ¢o(t —m) > jest réwny 1,
gdy n =m i 0, gdy n # m, zatem baza jest bazg ortonormalna.

Skalujac argument ¢ i biorac odpowiednie translacje przeskalowanej
funkcji ¢o(t), mozna tworzy¢ inne przestrzenie funkcji ,schodkowych”.
Interesujacy jest ciag skal diadycznych s =27, j € Z.

Oznaczmy przez ¢(t) przeskalowana ze wspotezynnikiem skalowania
2' = 2 i pomnozong przez wspotezynnik 1/v/2 funkcje ¢o(t), tj.

alt) = 5 /2 = V2T (). (35)

Nodnikiem funkcji ¢q(t) jest przedzial [0, 2), a dzieki wspdtezynnikowi
V/2-1 funkeja jest znormalizowana. Zbiér funkeji

aie=2her = {0 ()} = Ve w2 M=
(3.6)

jest baza ortonormalna przestrzeni V) funkcji stalych na przedziatach

2n, 2n+2), n € Z. Kazda funkcje stala na przedziatach [2n, 2n+2), n €

Z mozna wyrazi¢ w bazie przestrzeni V (funkcji statych na przedziatach
[n, n+ 1), z czego wynika, ze V| zawiera przestrzen V;, co symbolicznie

zapisujemy jako Vi C Vy. Analogicznie mozna pokazaé, ze zbior funkcji

{o1(t—27")}ner = {V2 ¢0(2t — n)}nez (3.7)

jest baza ortonormalna przestrzeni funkeji stalych na przedziatach [n/2, n/2+

1/2), n € Z. Przestrzen V_; zawiera przestrzen Vp, czyli V3 C Vo C V_q.
Ogolnie przestrzen funkcji ,schodkowych” V; (statych na przedziatach
[27n, 29n 4 27), n € Z) ma baze ortonormalng {v/2=7 ¢o(277t — n)}nez.
Dowodzi si¢, ze przestrzen bedaca sumg wszystkich przestrzeni V,
J € Z, oznaczana symbolicznie

+oo
U v

j=—00
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jest zbiorem gestym w przestrzeni L%(R), tzn. ze kazda funkcje o skoriczo-
nej energii mozna z dowolng doktadnoscia przyblizy¢ funkcja schodkowa
[31]. Uzyta wyzej funkcja ¢o(t) nalezy do tzw. funkcji skalujgcych i jest

nazywana funkcjqg skalujgcg Haara.

3.1.1 Aproksymacja sygnatu w przestrzeniach funk-
cji skalujacej

Zatézmy, ze mozemy mierzy¢ pewien sygnal czasu ciaglego f(t) i ze inte-
resuje nas przyblizenie tego sygnatu w postaci funkcji schodkowej z prze-
strzeni V(. Wystarczy zarejestrowa¢ wartosci sygnatu poczawszy od pew-
nej chwili czasowej, umownie przyjetej za chwile t = 0, i mierzy¢ sygnat z
odstepem czasu At. Powstaly w ten sposéb ciag liczbowy f[n] = f(nAt),
n > 0 stanowi wagi przy funkcjach bazy przestrzeni V. Funkcjg przybli-
zajaca sygnal f(t) jest funkcja

fo(t) = Y aoln] do(t —n), (3.8)

n>0

gdzie ag[n| = f[n|, n > 0. Taka prosta postaé¢ funkcji fo(f) wynika ze spe-
cyficznych wtasnosci funkeji tworzacych baze, a mianowicie roztacznych
nos$nikéw i statej, rownej 1, wartosci w przedziale liczbowym stanowia-
cym nosnik funkcji.

Naturalne jest pytanie: czy mozna przyblizyé¢ sygnal f(t) za pomoca
funkcji schodkowej z przestrzeni Vi, w ktorej nosniki funkcji bazy sa
dwa razy szersze niz nosniki funkcji bazy przestrzeni V7 Oczywiscie tak,
ale przyblizenie sygnatu f(t) funkcja schodkowa z przestrzeni V; bedzie
pozbawione pewnych szczegbétéw (detali) sygnatu w stosunku do przybli-

zenia z przestrzeni Vj. Przyblizenie sygnatu z przestrzeni V; ma postaé

Z ai[n] ¢1(t — 2n). (3.9)

n>0
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Wspblezynniki aq [n] mozna obliczy¢ w prosty sposéb na podstawie wspot-
czynnikéw ag[n|. Naturalnym jest przyjecie, ze w przedziale [2n, 2n+2),
ktéry jest nosnikiem funkeji ¢ (t — 2n) funkcja fi(t) powinna byé réwna

sredniej wartosci funkcji fo(¢) w tym przedziale. Stad réwnanie

0l 2 = 3 [ (ol n®) + wlt)ute - 1))t 310

z ktérego wynika, ze

0] = % al0] + % aol1]. (3.11)
Analogicznie oblicza si¢ a;[1]
all] = —= o2 + —= aof3]. (3.12)
V2 2
Ogodlnie . .
ai[n] = 7 ag[2n] + 7 ao[2n + 1]. (3.13)

Zdefiniujmy ciag h[n| o wyrazach h[0] = \/Li’ hll] = \/ig i pozostatych

réwnych 0. Powyzszy wzor na a;[n] mozemy zapisaé nastepujaco

1
an] = ) aol2n+1] hli]. (3.14)
i=0
Zdefiniujmy jeszcze cigg rewersyjny wzgledem ciagu h[n], tj. h[n] =
h|—n]. Ciag ten jest odpowiedzia impulsowa filtru usredniajacego nazy-
wanego dolnoprzepustowym filtrem Haara. Wzér na wspolezynnik a;[n]
przyjmuje postac

ailn] = > hli] ag[2n —i] = hxao[2n). (3.15)

i=—1
Korzystajac z wtasnosci przemiennosci splotu, mozemy napisac

aj[n] = ap* h[2n]. (3.16)
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Latwo sprawdzi¢, ze wzér ten mozna uogdlnié¢ i ze opisuje on przejscie
od reprezentacji sygnatu w przestrzeni V; do reprezentacji w przestrzeni

Vit

aj1[n] = a;* h[2n]. (3.17)

Wzér (3.17) wyraza wspotezynniki aproksymacji sygnatu w przestrzeni
Vit1 za pomocy filtracji cyfrowej wspoétczynnikoéw aproksymacji w prze-
strzeni V; filtrem h[n] oraz decymacii, tj. z pominigciem co drugiego ob-
liczonego wspotczynnika. Jest to jeden z dwoch wzoréw definiujacych de-
kompozycje sygnatu za pomoca tzw. szybkiego ortogonalnego przeksztal-

cenia falkowego.

3.1.2 Falka Haara

7 poprzedniego punktu wiemy, ze przechodzac od reprezentacji sygnatu
w przestrzeni V; do przestrzeni Vjy, tracimy detale sygnatu. Postawmy
pytanie: co zrobi¢, zeby zachowaé szczegdty i moc powrdcié do repre-
zentacji w mniejszej skali? OdpowiedZ brzmi: nalezy skonstruowa¢ nowa
przestrzen W;,, i w przestrzeni tej zachowa¢ detale gubione przy przej-

$ciu ze skali 27 do skali 2771, Oznacza to, ze

[it) = fin () € Wi, (3.18)

Zeby pokazaé, jak skonstruowaé baze przestrzeni W1, powrocimy do
przestrzeni Vj, V) i pokazemy, jak skonstruowaé¢ baze przestrzeni Wj.
Beda w niej przechowywane detale sygnalu gubione przy przejsciu od

reprezentacji w skali 2° do reprezentacji w skali 2*.
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Obliczmy réznice miedzy aproksymacjami w przedziale [0, 2)

fo(t) = fi(t) = aol0] ¢o(t) + aoll

]%(t—l)
L Caol0] + aol1]) (6
1

o(t) + ¢o(t_1))

2
- (- % wlo] + a0[1]>

— = 6olt) + 5= dult — 1)
V2 V2

Ostatnia rownos¢ nasuwa mysl, zeby jako funkcje bazy przestrzeni Wi w

przedziale [0, 2) przyjaé

1 1
n(t) = 7 $o(t) + 7 Go(t — 1), (3.19)
a jako wspotczynnik
(0] = —% aol0] + % aol1]. (3.20)
Wowczas otrzymujemy
fot) = fi(t) + 0] ¢ (2). (3.21)
Latwo pokazac, ze
< (bl(t), ¢1(t) > = 0, (322)

co oznacza, ze funkcje te sg wzgledem siebie ortogonalne. Analogicznie
mozna pokazaé, ze powyzsze zaleznosci obowigzuja dla dowolnego prze-
dziatu [2n, 2n + 2)

din] = —% aol2n] + % aol2n + 1], (3.23)
fot) = fil) + dufn] va(t —2n) (3.24)

< ¢1(t —2n), Y1(t —2n) > = 0. (3.25)
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Noéniki funkcji ¢4 (t — 2n) sa rozlaczne i baza przestrzeni W jest zbior
funkcji
{11 (t — 2n) }nzo, (3.26)

a reprezentacja sygnatu fo(t) z przestrzeni Vj przez funkcje z przestrzeni

Vi 1 Wi dla calej dziedziny aproksymowanego sygnatu ma postac

fot) = + > di[n] i (t —2n). (3.27)

n>0

Definiujac ciag g[n], taki ze g[0] = —\%, gll] = \%, a pozostale wyrazy

ciagu rowne 0, wspotezynnik (3.23) mozna zapisa¢ w postaci

di[n] = Za0[2n+i] gli]. (3.28)

Ciag rewersyjny do ciagu g[n|, tj. g[n] = g[—n], jest odpowiedzia im-
pulsowg filtru gérnoprzepustowego Haara i wzér na wspdtezynnik di[n]

mozna zapisa¢ w postaci splotu

> " gli] agl2n —i] = g*ao[2n]. (3.29)

i=—1

Korzystajac z wtasnosci przemiennosci splotu, mozemy napisac
di[n] = ap* g[2n]. (3.30)

Latwo sprawdzi¢, ze wzér ten mozna uogélni¢ na dowolng przestrzen
W1, zawierajacg detale sygnatu gubione przy przejsciu od reprezentacji

w skali 2/ do reprezentacji w skali 271!
dj+1[n] = aj *Q[Qn] (331)

Wzor (3.31) wyraza wspotczynniki detali sygnatu w przestrzeni W;; za

pomocy filtracji cyfrowej wspotczynnikéw aproksymacji w przestrzeni V
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filtrem g[n] oraz decymacji, tj. z pominieciem co drugiego obliczonego
wspotezynnika. Jest to drugi z dwoch wzoréw definiujacych dekompo-
zycje sygnatu za pomoca szybkiego ortogonalnego przeksztatcenia fal-
kowego. Wzér ten obowiazuje dla wszystkich tzw. ortogonalnych filtrow
gornoprzepustowych g[n], a nie tylko dla gérnoprzepustowego filtru Ha-
ara, ktory zostal uzyty w wyprowadzeniu wzoru (3.31) [12].
Konstrukcje przestrzeni szczegdtow rozpoczelismy od konstrukeji prze-
strzeni W;. Oczywiscie istnieje przestrzen Wy, ktéra zawiera szczegoly
tracone przy przejéciu od reprezentacji sygnalu w przestrzeni V_; do
reprezentacji w przestrzeni V. Do przestrzeni W naleza funkcje z prze-
strzeni W, przeskalowane ze wspotczynnikiem 271, Baze tej przestrzeni

. ’ . 1 - . 1 .
mozna otrzymac, skalujac przez 27" i mnozac przez 7T obie strony

réwnania (3.19)

1 -1\ __ 1 _i —1 i -1 _
o= 2 = VF< 5 00(t/27)+ 5 00t 1)). (3.32)

Lewa strona powyzszego rownania jest falka vg(t), a prawa strona jej

definicja za pomoca translacji funkcji skalujacej z przestrzeni V_;

Yo(t) = —¢o(2t) + do(2t —1). (3.33)

Powyzsze rownanie jest inna postacia réwnania falkowego (3.19). Funkcja
(3.33) nazywa sie falkq Haara i uwzgledniajac (3.1) i (3.33), mozna ja

opisa¢ wzorem

—1 jesli0o<t<1/2)
Yo(t) = 1 jeslil/2<t<1
0 dla pozostatych t.

Latwo zauwazy¢, ze falka Haara ma nastepujace wtasnosci:

nos$nikiem jest przedzial [0, 1),
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+o0
Y(t) dt = 0, (3.34)
@Ol = 1, (3.35)
<t —27n), Yp(t — 2"m) > = 6[j — k] 8[n — m]. (3.36)

Zbiér translacji catkowitoliczbowych falki Haara {1o(t — n)},>0 tworzy

baze przestrzeni W,

3.1.3 Reprezentacje falkowe sygnatow
Z poprzedniego punktu wynika, ze reprezentacje sygnatu w skali 2/ mozna
wyrazi¢ w postaci sumy reprezentacji w skali 27! i  szczegdtéw” z prze-
strzeni Wy
Ft) = fim®) + D dialn] it — 2 n). (3.37)
n>0

Wychodzac zatem od reprezentacji sygnatu w postaci ciagu wspotczynni-
kéw ag[n] stanowiacych wagi przy funkcjach bazy przestrzeni Vp, mozna

za pomoca szybkiego przeksztatcenia falkowego obliczy¢ wspotezynniki

ai[n] = ag * h[2n] (3.38)
di[n] = ag*g[2n]. (3.39)
i zapisaé¢ sygnat fo(t) jako
= ) ailn] ¢1(t —2n) + > di[n] i (t - 2n). (3.40)
n>0 n>0

Pierwsza suma w powyzszym réwnaniu stanowi sygnal f;(t) z przestrzeni
V1 1 moze by¢ zdekomponowana na sygnal fo(t) z przestrzeni V5 i sygnat

z przestrzeni Wy za pomoca przeksztalcenia

as[n] = ay * h[2n] (3.41)
da[n] = ay*g[2n] (3.42)
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dajac nastepujace rozwiniecie

ZCLQ ¢2t 4n +Zd2 1p2t 4n +Zd1 wlt 2n)

n>0 n>0 n>0

(3.43)
Powtarzajac dekompozycje J > 0 razy, otrzymujemy

folt) =Y ayln] ¢,(t —2'n) +22d ] (t—2/n).  (3.44)

n>0 7=1 n>0

Wspélezynniki

{as[n}, {ds[nl}, {dsanl}, - - {da[n]} (3.45)

stanowia reprezentacje wieloskalowq sygnatu dla falki i (t) i stowarzyszo-
nej z nia funkeji skalujacej ¢(t).
Jezeli analizowany sygnal f(t) jest rzutowany na podprzestrzen V; i

rzut ten liczy N = 2L (L > 0) probek, to mozna utworzyé¢ L-poziomows

piramide falkowa sygnatu dla skal 2!, ... 2. Na spodzie piramidy
mozna umiesci¢ N/2 wspoétezynnikéw dy[0], dq[1], ..., di[N/2 —1], wyzej
N/4 wspétezynnikéw do[0], da[1], ..., do[N/4 — 1] itd. Na L-tym pozio-

mie (szczycie) piramidy beda dwa wspoétezynniki, dr[0] i a[0]. Liczba
wszystkich wspoétezynnikéw w piramidzie bedzie réwna N = 2%,
Jezeli sygnal f(t) jest zdefiniowany w przedziale [0, 1], to mozna

L+l ., 271 29 Dekompozycja wieloskalowa

rozpatrywaé skale 27F, 2~
moze by¢ przeprowadzona dla wybranego przedziatu skal, tj. 2-F+1, 2-1+2

27 gdzie 27 < 2°. Przyktadowo, jesli N = 28, to mozna wybraé skale:
277 276 275 274 273 Przy wzrodcie J moduty wspolezynnikéw az[n]
maleja. Dowodzi sie, ze w granicy, gdy J dazy do nieskonczomosci, a;[n]

daza do zera i szereg falkowy przyjmuje postac

ff Z d;[n] ¥;(t — 27n), (3.46)

j=—00n=—00
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co oznacza, ze zbior funkcji

(5 N

jest baza ortonormalng przestrzeni L*(R) [32].

3.1.4 Rekonstrukcja sygnatu

(3.47)

Pokazalismy, ze sygnal z przestrzeni V[) moze by¢ zdekomponowany na

dwa sygnaly: jeden z przestrzeni V) (sygnal wygtadzony) i drugi z prze-

strzeni W (szczegdly sygnatu). Por6wnujac reprezentacje sygnatu w prze-

strzeni Vj z reprezentacja w przestrzeniach V; i Wy, mozna wyprowadzi¢

wzory przeksztalcenia odwrotnego do opisanego wyzej.
W przedziale [0, 2)

ao[0] ¢o(t) + ao[l] ¢(t —1) = ai[0] ¢1[0] + d1[0] ¢ (t)

- []\}—¢o()+a1[0]

— dq[0] E Po(t) + di[0]

Przyréwnujac wspotezynniki przy ¢;(t), otrzymujemy

1
all] = =5 &l

z przyréwnania wspotezynnikow przy ¢(t — 1) otrzymujemy

Qo [0]

S

1 1

Analogicznie dla przedziatu [2, 4) otrzymujemy

ao[l] =

al2] = —= a[l] -

Qo [3] ==

Sl =Sl

do(t — 1)
Go(t — 1)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Dla dowolnego przedziatu [2n, 2n + 2)

1 1
ag[2n] = 7 ai[n] — 7 dy[n], (3.52)
1 1
2n+1 = — + —d 3.53
a[2n + 1] NG ax[n] 7 1[n] (3.53)
Wzory powyzsze mozna zapisa¢ nastepujaco
1 1 1 1
2n| = — + —=0 - —d + — 0, (3.54
ao[ n] \/5 al[n] \/5 \/5 l[n] \/5 ( )
1 1 1 1
ai2n+1] = —0+ —ajn] — —=0 + — dy[n|. (3.55
Jezeli zdefiniujemy ciggi
ELI = ...y O, al[O], 0, al[l], 0, CL1[2] g e e (356)
dy = ..., 0, d[0], 0, di[1], 0, d1[2] , ... (3.57)

oraz filtry o odpowiedziach impulsowych
, h[l] = — (3.58)

1 1
0 pr— -, 1 = =z 359
9[0] 7 g[1] 7 (3.59)
to wzér na ag[n] mozna zapisaé¢ nastepujaco
ag[n] = @y xhn] + dy * g[n]. (3.60)
Wzor powyzszy obowigzuje dla wszystkich skal, tj.

ajln] = aj41 *hin] + djﬂ * g[n] (3.61)

i wszystkich filtrow h i g o ortogonalnych wzgledem siebie odpowiedziach

impulsowych.
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3.2 Formalne wprowadzenie do analizy wie-

loskalowej

Aksjomatyczne ujecie analizy wieloskalowej przedstawione zostalo przez
Stefana Mallata w publikacji [11]. Mozna je réwniez znalez¢ w kazdej mo-
nografii po$wieconej metodom falkowym analizy sygnatéow. Ponizej ogol-
nie scharakteryzowano aproksymacje funkcji nalezacych do przestrzeni
funkcji o skonczonej energii L?(R) w oparciu o aksjomaty analizy wielo-

skalowej. W podejsciu aksjomatycznym zaktada sie, ze

e istnieje funkcja ¢(t), ktorej translacje catkowitoliczbowe {¢p(t —

n)}nez tworza baze Riesza podprzestrzeni Vp;

e przeskalowane translacje {¢;.,(t) }nez, gdzie ¢, (t) = 277/2¢(277t —
n), tworza bazy Riesza podprzestrzeni V}, j € Z;

e suma podprzestrzeni U;’ioo V; jest zbiorem gestym w przestrzeni
L?(R), tj. kazda funkcje z przestrzeni L?*(R) mozna przyblizy¢ z

dowolng doktadnoscig za pomoca funkcji ze zbioru U;:‘ioo Vii

e clementem wspolnym wszystkich podprzestrzeni Vj, j € Z jest
funkcja réwna zeru, tj. ()=°__V; = {0}.

j=—oc0

Z definicji podprzestrzeni V; wynika, ze kazda funkcja z podprze-
strzeni V; nalezy do podprzestrzeni V;_;. Oznacza to w szczegdlnosci, ze
funkcja ¢(t) nalezaca do podprzestrzeni Vy moze byé wyrazona za po-
mocg kombinacji liniowej funkeji tworzacych baze podprzestrzeni V_q,
tj.

o(t) = V2 > hln] (2t —n). (3.62)

Roéwnanie (3.62) nazywa sie réwnaniem dylatacyjnym, a funkcja ¢(t) na-

zywa sie funkcjq skalujgcg.
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Ciggowi zanurzonych podprzestrzeni
LV cvicVycVo, CcVi,C... (3.63)
przyporzadkowuje si¢ ciag podprzestrzeni szczegotow
oW, W, Wo, Woy, Weg, o (3.64)
zdefiniowanych rownaniem
VieW; =V, jeZ, (3.65)

w ktérym @ oznacza, ze V;_; jest suma prosta podprzestrzeni® V; i W;,
z warunkiem, ze jedynym wspélnym elementem podprzestrzeni V; i W;
jest funkcja réwna 0, tj. V; N W; = {0}.

Funkcje 1(t), ktérej translacje catkowitoliczbowe {1 (t—n)} ez tworza
baze Riesza podprzestrzeni Wy, nazywa sie falkg matka. Baze Riesza pod-
przestrzeni W, j € Z tworza przeskalowane translacje falki {1, (¢) }nez,
gdzie 1;,(t) = 279/2(277t — n), j € Z. Funkcje nalezace do podprze-
strzeni W; naleza réwniez do podprzestrzeni V;_;, a zatem falke 1(?)
nalezacag do Wy mozna wyrazi¢ za pomoca kombinacji liniowej funkcji

tworzacych baze podprzestrzeni V_;
Y(t) = V2 ) gln] ¢(2t —n). (3.66)

Réwnanie (3.66) nazywa sie réwnaniem falkowym.
Na podstawie powyzszego opisu podprzestrzeni {V;}jez 1 {W; };ez sta-

nowigcych aproksymacje wieloskalowa przestrzeni L?(R) mozna wprowa-

2Podprzestrzenn A jest suma prosta podprzestrzeni B i C' wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element podprzestrzeni A daje sie przedstawi¢ w sposéb jednoznaczny w
postaci sumy elementu z podprzestrzeni B i elementu z podprzestrzeni C' oraz jesli

jedynym elementem wspolnym podprzestrzeni B i C' jest element zerowy.
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dzi¢ pojecie reprezentacyi falkowej sygnatu. W tym celu zapiszemy row-

nanie (3.65) w nastepujacej postaci

Vo = VieW, (3.67)
J
= VyoPw;, J>o. (3.69)

Réwnanie (3.69) oznacza, ze aproksymacja sygnatu f(t) w podprzestrzeni
Vo moze by¢ przedstawiona w postaci sumy aproksymacji w podprze-
strzeni V; i szczegolow w podprzestrzeniach W;, j = 1,2,...,J. Bazg

podprzestrzeni V; jest {¢,(t) bnez, wiec sygnal f;(t) = > as[n] ¢ ().
Bazg podprzestrzeni W; jest {1, () tnez, 1 =1,2,...,J, wiec

Z‘U Gt +szj, Vjn(t) (3.70)

Wspotezynniki {ay[n]}nez 1 {{d[j,n]}nez}1<j<s stanowia J-poziomowa
piramide falkowg sygnatu.

Podprzestrzen Vi w réwnaniu (3.69) zostala wybrana arbitralnie. Réw-
nie dobrze mozna przyjac¢ inng podprzestrzen Vi, K # 0 i wowczas otrzy-

muje sie rOwnanie

J

Vk=V,o @ W, J>K (3.71)

j=K+1

Mozliwe sa dwa przejscia graniczne zwiazane z rownaniem (3.71). I tak,
zwiekszajac K do nieskoniczonosci, otrzymuje sie w réwnaniu (3.71) pod-
przestrzen V. Z aksjomatéw wynika, ze w podprzestrzeni tej jest tylko
jeden element, a mianowicie funkcja rowna zeru, wiec rozpatrywane row-
nanie przyjmuje postac

éog W;. (3.72)

j=K+1
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Powyzszemu rownaniu odpowiada reprezentacja falkowa w postaci

Z > " dlj.n] () (3.73)

j=K+1 n

Drugie przejscie graniczne polega na zmniejszaniu K do minus nieskon-
czonosci. Podprzestrzen V_ ., zawiera wszystkie podprzestrzenie V; i zgod-
nie z zatozeniem jest zbiorem gestym w przestrzeni L%(R), a wiec aprok-
symuje z dowolng doktadnoscia sygnat f(t) nalezacy do L?*(R). Mamy
wiec
Z > " dljin] da(t) (3.74)
j=—o00 m

Matematyk fakt ten okresla stwierdzeniem, ze zbior funkcji {1, (t) }(jn)ez2
jest baza przestrzeni L2(R).

Jezeli falki tworzace baze sa wzajemnie ortogonalne i znormalizowane,

tj. spelniaja warunek

<Yjn(t), Ypm(t) >= 0[j — k] djn—m], (j,n) €Z? (k,m)eZ?
(3.75)
to baza {1);n(t)}(jn)ez2 jest baza ortonormalng przestrzeni L?(R). Falka
(matka) 1(t), ktorej przeskalowane translacje spelniaja warunek (3.75),
nazywana jest falkg ortogonalng.

Warunek (3.75) sprawia, ze réwniez funkcje stanowiace bazy pod-
przestrzeni W;, j € Z sa ortogonalne do funkcji tworzacych bazy pod-
przestrzeni Wy, k € Z i mowi sig, ze podprzestrzenie te sa wzajemnie
ortogonalne, co symbolicznie zapisuje si¢ jako W; LW

Dla falek ortonormalnych wspotezynniki skalujace a;[n] i falkowe d;[n]

w rownaniu (3.70) obliczane sa ze wzoréw

—+00 “+00 1

ajn] = 3 f(t) dgn(t) dt = f#) \/Q_J

(t_QQJ )dt (3.76)
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+o0 +oo

bl = [ O = [ r0)

Te same funkcje bazy stuza do obliczenla wspotezynnikow piramidy fal-

;z)(t 2]2 ") dt. (3.77)

kowej i do rekonstrukcji sygnatu.

Proste ortogonalne przeksztatcenie falkowe (dekompozycja sygnatu)
polega na rozlozeniu sygnatu f;(¢) nalezacego do podprzestrzeni V; na
sygnal wygladzony nalezacy do podprzestrzeni V., i sygnal szczego-
towy nalezacy do podprzestrzeni W1, tj. na obliczeniu wspotczynnikéw
{aj11[n)}nez 1 {dj41[n]}nez na podstawie wspétczynnikéw {a;[n]}nez,

zgodnie z rOwnaniem
Z aj[n] ¢ja(t Z ajr1[n] djria(t) + Z dj1[n] Yjia(t). (3.78)

Odwrotne ortogonalne przeksztatcenie falkowe (rekonstrukcja sygnatu)
polega na obliczeniu sygnatu f;(t) z podprzestrzeni V; na podstawie sy-
gnatu wygtadzonego z podprzestrzeni V. i sygnatu szczegétowego z pod-
przestrzeni W1, tj. na obliczeniu wspélczynnikow {a;[n]},ez na pod-
stawie wspotezynnikéw {a;1[n]}tnez 1 {d;j11[n]tnez. Algorytmy szybkich
ortogonalnych przeksztatcen falkowych przedstawione sa w punkcie 3.4
tego rozdziatu.

Cecha charakterystyczng falek ortogonalnych jest to, ze sa one niesy-
metryczne (z wyjatkiem falki Haara). W konsekwencji niesymetryczne sa
odpowiedzi impulsowe filtrow falkowych, co wprowadza przesuniecia fa-
zowe w reprezentacjach falkowych sygnatéw. Te przesuniecia fazowe moga
utrudnia¢ dalsze przetwarzanie sygnatu. Rezygnujac z wymogu ortogo-
nalnosci falek, mozna uzywaé falek, ktore sg symetryczne i nie wprowa-
dzaja przesunie¢ fazowych. Jednakze w tym przypadku niezbedne jest po-
siadanie dwoch aproksymacji wieloskalowych przestrzeni L%(R): {V;}ez,
{(W;}ez i {Vi}jez, {W;}jez. Podprzestrzenie z tych dwéch aproksyma-
¢ji musza by¢ wzajemnie ortogonalne, tj. V}J_Wj i f/jJ_Wj. Uktad takich
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dwoch aproksymacji wieloskalowych, tj. ¢(t), ¥(t), hln] i o(t), z;(t), iz[n],
nazywa sie aproksymacja biortogonalna przestrzeni L?(R). Do dekompo-
zycji sygnatu mozna uzyé @(t), ¥ (t), h[n], a do rekonstrukeji ¢(t), 1(t),
h[n] albo na odwrét, tj. do dekompozycji mozna wykorzystaé ¢(t), ¥ (t),
ﬁ[n], a do rekonstrukeji ¢(t), ¥(t), h[n]. Algorytmy szybkich biortogo-
nalnych przeksztatcen falkowych przedstawione sa w punkcie 3.5 tego

rozdziatu.

W podsumowaniu niniejszego punktu mozemy stwierdzi¢, ze w ana-
lizie wieloskalowej wystepuja dwie funkcje: funkcja skalujaca ¢(t) i falka
(t) 1 dwa filtry cyfrowe h[n] i g[n|. Zwiazki pomiedzy wyzej wymienio-
nymi funkcjami i filtrami opisujg réwnania dylatacyjne i falkowe. Trans-
lacje catkowitoliczbowe funkcji skalujacej i falki moga by¢ wzajemnie
ortogonalne. Wowczas podprzestrzenie V; i W; sa wzgledem siebie orto-
gonalne (V; LWW;), a funkcja skalujaca ¢(t), falka ¢ (t) i filtr h[n]® umozli-
wiaja zarowno dekompozycje, jak i rekonstrukcje sygnatu. W przypadku
uzycia falek symetrycznych potrzebne sa dwie rézne aproksymacje wie-

loskalowe funkcji nalezacych do przestrzeni L?(R).

Istotng wtasnoscig funkcji skalujacej i falki moga by¢ ich zwarte no-
$niki, czyli zerowanie sie tych funkcji poza skonczonym przedziatem argu-
mentu, co w konsekwencji daje skonczone odpowiedzi impulsowe filtrow
hln] i g[n]. Skonczone odpowiedzi impulsowe filtréw maja wazne konse-

kwencje obliczeniowe w przeksztalceniach falkowych.

3Filtr g[n] moze byé obliczony na podstawie filtru h[n], co pokazano w dalszych

czesciach ksiazki.
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3.3 Funkcja skalujaca i stowarzyszony z nig
filtr

Funkcja skalujaca ¢(t), ktorej translacje catkowitoliczbowe sa wzgledem

siebie ortogonalne, tj. spetniaja warunek
<o(t), p(t —n) >= ¢xp(n) = dn], neZ, (3.79)

nazywa sie funkcjq skalujgcqg ortogonalng.

Warunek ortogonalnosci funkeji skalujacej w dziedzinie czestotliwosci
mozna otrzymac za pomoca ponizszych przeksztatcen. Cigg liczbowy ¢ *
#(n), n € Z jest wynikiem sprobkowania z krokiem 7' = 1 splotu ¢ * ¢(t).
Transformatg Fouriera splotu ¢x¢(t) jest ®(w)®*(w) = |®(w)|?. Transfor-
matg Fouriera ciagu ¢*¢(n) jest, zgodnie z (2.104), S5 |®(w+2k™)|?,
co oznacza, ze w dziedzinie czestotliwosci warunek ortogonalnosci funkeji

skalujacej ma postac

i |®(w + 2k7)]* = 1. (3.80)

k=—00
Majac funkcje skalujaca ¢(t), ktérej translacje catkowitoliczbowe sa
ortogonalne, mozna na podstawie rownania dylatacyjnego obliczy¢ wspot-
czynniki filtru hfn]

hin] = < 27Y2¢(t/2), ¢(t —n) >, n€L. (3.81)

Z powyzszego widaé, ze jesli funkcja skalujaca ¢(t) ma zwarty nosnik, to
filtr ma skonczong odpowiedz impulsows.

7 réwnania dylatacyjnego wynika inna wazna wtasnosé filtru stowa-
rzyszonego z ortogonalng funkcja skalujaca. Zapisujac funkcje ¢y x(t) za

pomoca réwnania dylatacyjnego

dri(t) = 272¢((t)2 — Z him] (t — 2k —m) (3.82)
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i wprowadzajac nowg zmienng n = 2k + m, mamy
$ru(t) =Y hin —2k] 6(t —n). (3.83)

Obliczajac iloczyny skalarne obu stron powyzszego réwnania z funkcja

®10(t), otrzymujemy
< d1i(t), dro(t) >= Z hln —2k] < ¢(t —n), ¢10(t) >, (3.84)

skad
> " hln—2Kk] hn] = o[k], (3.85)

co oznacza, ze odpowiedzi impulsowe filtru A przesuniete wzgledem siebie
o parzysta liczbe probek sg ortogonalne. Powyzsza wtasnosé odpowiedzi

impulsowej filtru A mozna zapisa¢ w postaci splotu
hx h[2k] = 4§k, (3.86)

gdzie h[n] = h[—n]. Ciag h * h[2k] jest zdecymowanym z krokiem 2 cia-
giem h * h[k]. Transformata Fouriera ciagu h * h[k] jest H*(e™)H (™) =
|H (e™)|?. Transformata Fouriera ciggu zdecymowanego jest, zgodnie z
(2.99), L(|H(e™)|* + |H (e"“t™)|?). Zatem warunek ortogonalnosci trans-
lacji parzystoliczbowych odpowiedzi impulsowej filtru h w dziedzinie cze-

stotliwosci ma postac
|H(e®)|? + |H(e'“ )2 = 2. (3.87)

Powyzej pokazano, w jaki sposob ortogonalno$é funkceji skalujacej pro-
wadzi do wlasciwosci transmitancji filtru h opisanej rownaniem (3.87).
Mozliwe jest postepowanie odwrotne, tj. obliczenie funkeji skalujacej ¢(¢)
na podstawie znajomosci transmitancji filtru h. Prowadza do tego poniz-

sze przeksztalcenia.
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Roéwnanie dylatacyjne mozna przedstawi¢ w dziedzinie czestotliwosci,

zapisujac transformaty Fouriera obu stron réwnania (3.62)

d(w) = (Zh[n] e—mw/z) ®(w/2) (3.89)

Sl- -

H(e™/?) d(w/2). (3.89)
Wykorzystujac rekurencyjnie zaleznosé

(w/27Y) = — H(e™/?) d(w/27), (3.90)

Sl -

otrzymujemy réwnanie
J H(ezw/23>
(w) =[] —F=— @w/2). (3.91)

Przechodzac z J do nieskonczonodci i zaktadajac, ze ®(0) = 1, otrzymu-
jemy wzér na transformate Fouriera funkcji skalujacej ¢(t) za pomoca

transmitancji filtru h[n]

400 eiw/gj
ow) =] % (3.92)

j=1
Warunki konieczne i wystarczajace, jakie powinien spetnia¢ filtr h, zeby
wzér (3.92) okreslal transformate Fouriera funkcji skalujacej nalezacej do

przestrzeni L?(R), podano w pracy [12]. [lustracja zastosowania omawia-

nego wzoru do obliczenia funkcji skalujacej jest ponizszy przyktad.

Przyktad. Niech filtrem h bedzie filtr Haara h[0] = h[1] = 1/+/2. Trans-
formatg Fouriera tego filtru jest H(e®) = (1 + e~*)/+/2. Obliczmy ilo-

czyn J poczatkowych czynnikéw transformaty Fouriera funkcji skalujacej
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J
H(elw/QJ) 1 ) ‘ ‘ J
[[—=— = 5Q+e™)@+e ™). (1+e)(3.93)
7
=1 V2 2
1 271
= oy (3.94)
k=0
1— efiw
— =t (3.95)
Wykorzystujac rozwiniecie funkcji e™ = :Lfo (jf!)m i zastepujac 6
wyrazeniem 27w, tatwo sprawdzié, ze
Jlim 27(1 — e ™/?") = jw. (3.96)
Zatem, zgodnie z (3.92),
1—e ™
P = —. 3.97
() == (397)

Prawa strona powyzszego wzoru jest transformatg Fouriera funkcji

1 jedlio<t<l1

o(t) = { (3.98)

0 dla pozostatych wartosci ¢,

ktora jest funkcja skalujaca Haara odpowiadajaca filtrowi h[0] = h[l] =

1/v/2.

3.4 Szybkie ortogonalne przeksztalcenie fal-

kowe

Wyprowadzone w podrozdziale 3.1 dla falki Haara szybkie ortogonalne
przeksztatcenie falkowe obowigzuje dla wszystkich ortogonalnych funkcji

skalujacych i falek ortogonalnych.
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W celu wyprowadzenia algorytméw szybkiego ortogonalnego prze-
ksztalcenia falkowego wstepnie obliczymy iloczyn skalarny funkcji bazy
podprzestrzeni V; i funkcji bazy podprzestrzeni V;i,. Bazg podprze-
strzeni V}, j € Z jest zbiér {¢;,(t) }nez, baza podprzestrzeni Vi q, j € Z
jest zbior {Bji1.,(t) tnez, gdzie ¢, (t) = 279/2 ¢(279t — n), ¢pj14(t) =
2-0+1/2 (2-0+1¢ — k). Zaktadajac, ze funkcje baz sa funkcjami rzeczy-

wistymi, mamy

“+o0o
< Gjns Djr1h >= / 2792¢(277t — n) 27UV (270Dt — k) dt.

. (3.99)

Whprowadzajgc nowa zmienng u = 277, otrzymujemy

+o0
< Pjm, Bjr1p > = d(u—mn) 272 ¢((u — 2k)/2) du.  (3.100)
Wprowadzajac kolejng zmienng 7 = v — 2k, mamy
+oo

< Pjns Pjarh > = O(T —n + 2k) 2729 (1/2) dr. (3.101)

Zastepujac funkcje 2712 ¢(7/2) prawg strong réwnania dylatacyjnego,

otrzymujemy

+oo

< Gimy jrg > = ¢(r —n+2k) > h[m] ¢(r —m) dr

—0o0 m

= Z him] _+°° O(1 —n+2k) ¢(r —m) dr.

Ze wzgledu na ortogonalnosé translacji catkowitoliczbowych funkcji ska-
lujacej ¢(t) catka w powyzszym réwnaniu jest rowna 1, gdy n — 2k = m,

i zero, gdy n — 2k # m, stad

< ¢j,n> ¢j+1,k > = h[n — 2]{7] (3102)
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Wykonujac analogiczne przeksztalcenia, ale wykorzystujac zamiast
rownania dylatacyjnego réwnanie falkowe, otrzymujemy iloczyn skalarny

funkcji bazy podprzestrzeni V; i funkcji bazy podprzestrzeni W 4
< Gjm, Vjy1k > = g[n — 2k (3.103)

Proste ortogonalne przeksztatcenie falkowe polega na obliczeniu na
podstawie wspoétczynnikéw rzutu sygnatu na podprzestrzen V; wspol-
czynnikéw rzutu sygnatu na podprzestrzen V;,; i wspotezynnikow rzutu
sygnatu na podprzestrzen Wj,;. Wspdlczynniki rzutu sygnatu f(¢) na

podprzestrzen V; sa okreslone iloczynami skalarnymi
a;lk] = < f(t), ¢ju(t) >, (3.104)
a na podprzestrzenie V1 1 W, odpowiednio

ajlk] = < f(t), djr1(t) >, (3.105)

djalk] = < f(t), Yju(t) > (3.106)

Rozwijajac funkcje ¢;i1x(t) w bazie podprzestrzeni V;, na podstawie
(3.102) i z uwagi na zalozenie, ze funkcje sa rzeczywiste (iloczyn skalarny

jest przemienny), mamy
Gjr1x(t) = Z < i1k Pik > Pinlt) (3.107)
= > hln—2k] ¢;a(t). (3.108)

Obliczajac iloczyny skalarne obu stron powyzszego réwnania z sygnatem

f(t), otrzymujemy

< f(t), bjpaul(t) >=D_ hln—2k] < f(t), djn(t) >, (3.109)
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czyli
ajp1(k] =D hln — 2k] a;[n]. (3.110)

W analogiczny sposob, wykorzystujac (3.103), otrzymuje sie wzor
dj [k Zgn—Qk a;[n). (3.111)

Odwrotne ortogonalne przeksztatcenie falkowe wyprowadza sie, za-
pisujac funkcj¢ bazy podprzestrzeni V; jako sume dwdch skladnikow: z
podprzestrzeni V4 iz podprzestrzeni W, ;. Poniewaz podprzestrzenie te
sg 7z zatozenia ortonormalne, wiec rozwinigcie w bazach tych przestrzeni

ma postac
®jn(t) Z < Gjnlt), Gjr1k(t) > Gji1k(t) (3.112)

+ Z < (bjn ijrl k( ) > ijrl,k(t)- (3113)
Wykorzystujac (3.102) i (3.103), otrzymujemy
Gjn(1) Zh n — 2k] ¢41u(t) (3.114)

+ Zg n = 2k] j1k(t). (3.115)
K

Obliczajac iloczyny skalarne obu stron powyzszego réwnania z sygnatem

f(t), otrzymujemy

<[, ¢jn>= Zh[n—Zk] <[y 1k > —|—Zg[n—2k5] <[ Yjz1k >,
k k

(3.116)
czyli

a;ln] =) " hin —2k] aja K]+ gln — 2k] dj[k]. (3.117)
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Wrzory okreslajace szybkie ortogonalne przeksztalcenie falkowe moga
by¢ zapisane w formie splotu ciagéw liczbowych. Zdefiniujmy filtr h[n] =
h[—n] i filtr g[n] = g|—n]. Wowczas wzory definiujace proste ortogonalne

przeksztatcenie falkowe mozna zapisaé jako

ajp1(k] =Y h[2k — n] a;[n] = a; * h[2k] (3.118)

dj1[k Zg 2k — n] a;[n] = a; * g[2k]. (3.119)

Definiujac ciggi

ian] = ajr1[k] jeslin =2k (3.120)
. 0 jedlin = 2k + 1
. 0 jeslin =2k + 1 '

wzor okreslajacy odwrotne ortogonalne przeksztatcenie falkowe moze by¢

zapisany w postaci
ajln] = Z hin — 2k] a;1[k] + Zg n—2k] diq[k] (3.122)

- Zaj+1[k n—k +Zd]+1 gln— k] (3.123)

k
= a1 % h[n] + djg* g[n] (3.124)

Cechg charakterystyczna przeksztalcenia ortogonalnego jest to, ze
wszystkie cztery filtry cyfrowe (h, g, h, g) shuzace do obliczania trans-
format pochodza z jednego ciagu h[n] wystepujacego w réwnaniu (3.62).

Warto zwréci¢ uwage na catkowicie dyskretny charakter przeksztat-
cenia, nie liczac wstepnego etapu, polegajacego na obliczeniu wspotezyn-

nikéw ag[n], ktory nie jest krokiem algorytmu. Wagi przy funkcjach bazy
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obliczane sa wylacznie za pomoca przetwarzania ciaggéw liczbowych (fil-
tracji cyfrowej). Z tego wzgledu to przeksztalcenie falkowe nazywane jest
rowniez dyskretnym przeksztatceniem falkowym, a jego wynik dyskretng
transformatq falkowq.

Ztozonos¢ obliczeniowa przeksztatcenia jest liniowa. Do obliczenia
dyskretnej reprezentacji falkowej sygnatu f(t), ktérego rzut na podprze-
strzen Vj jest ciagiem o dlugosci N, potrzeba O(N) dziatan.

Praktyczne wykorzystanie przeksztalcenia wymaga rozszerzenia ana-
lizowanego sygnatu tak, aby unikna¢ duzych wspoétczynnikow falkowych
na poczatku sygnatu i na jego koncu. Najczesciej stosowany sposob roz-

szerzenia sygnatu opisany jest w rozdziale 5.

3.4.1 Banki filtréw implementujace szybkie ortogo-

nalne przeksztalcenie falkowe

Wzory (3.118), (3.119) i (3.124), okreslajace szybkie ortogonalne prze-
ksztalcenie falkowe w postaci splotu ciggéw liczbowych, prowadza do
sformutowania tego przeksztatcenia w ujeciu filtracji pasmowej sygnatu.
Uktad filtréw cyfrowych implementujacy omawiane przeksztatcenie po-
kazany jest na rysunku 3.1. Za filtrami dekompozycji h i § wystepuja tzw.
decymatory | 2, ktére oznaczajg pominiecie co drugiej probki z wyjscia
filtrow. Przed filtrami rekonstrukcji h i g wystepuja tzw. ekspandery 1 2,
ktore oznaczaja wstawienie jednej probki o wartosci zero przed kazda
prébka wchodzgca na wejscia filtrow. Sygnat ;41 podany na wejscie eks-
pandera daje na jego wyjéciu sygnat G,y zgodnie z (3.120). Analiza
uktadu filtréow z rysunku 3.1 umozliwia sformutowanie rownan, ktore mu-
szg spehiac filtry, aby zapewni¢ doskonatg rekonstrukcje sygnatu. Filtry
spetniaja warunki doskonalej rekonstrukeji sygnatu, jesli a; = a;. W celu

wyprowadzenia rownan doskonaltej rekonstrukeji sygnatu najpierw sfor-
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dekompozycja rekonstrukcja

Rysunek 3.1: Banki filtréw ortogonalnych dekompozycji sygnatu (z lewej)

i rekonstrukeji sygnatu (z prawej)

mulujemy réwnanie opisujace dziatanie kaskadowo potaczonego decyma-
tora i ekspandera. Jezeli na wejscie decymatora wchodzi sygnat z[n], to

na wyjsciu ekspandera jest sygnat

Transformata Fouriera sygnatu y[n] jest réwna

V(™) = = (X (™) + X (e'“t)).

N =

Transformata Fouriera gj(ei“) sygnalu na wyjsciu banku filtréw re-

konstrukeji ma postac

Aj(e™) = S(Ay(e™) H (™) + A;("H) H (€“F)) H(e®)

N — DN —

S (A(e) GH(e™) + Ay (@) GF (M) Ge).

Po uprzadkowaniu sktadnikéw otrzymujemy
Aj(e) = S(H () +]G(e)]*) Aj(e™)

+ S (H (D) H(e™) + G (D) G(e™)) Aj(e'H).

N~ DN —
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A;(e'@*™)) jest transformata Fouriera sygnatu (—1)"a;[n]. Takiego sy-
gnalu na wysciu banku filtréw rekonstrukeji nie powinno by¢ i dlatego

doskonata rekonstrukcja wymaga spetienia rownania
H* ('@ H(e™) + G* (@) G(e™) = 0 (3.125)
Rownos¢ sygnatéow a; = a; wymaga ponadto spetnienia drugiego rowna-
nia
|H (™) + |G (e™)]? = 2. (3.126)
Krokiem prowadzacym do otrzymania réwnan umozliwiajacych projek-
towanie filtréw o okredlonych wtasciwosciach jest przyjecie zaleznosci po-

miedzy filtrami h i g. Jednym z rozwigzan jest zdefiniowanie filtru g w

nastepujacy sposob
gln] = (~1)""h[1 -], (3.127)
co w dziedzinie czestotliwosci jest rownowazne réwnosci
G(e®) = e W H*(e!@tm), (3.128)
Obliczajac lewa strone réwnania (3.125), otrzymujemy
H(e™) ei“H(ei(“Jr”)) + H(ei(w+“)) ei(“+”)H(eiw) = (3.129)
H(ez’w) ein<ei(w+7r)) _ H(ez‘(erTr)) ein<€iw> = 0, (3130)
co oznacza, ze pierwszy warunek doskonatej rekonstrukeji jest przez taka
pare filtréw spetniony. Zastepujac w réwnaniu (3.126) filtr G(e™) prawa
strong wzoru (3.128), otrzymujemy drugi warunek doskonatej rekonstruk-

cji sygnatu
[H(e™)? + [H(e )P = 2, (3.131)
za$ wyrazajac H(e™) za pomoca G(e™) i wstawiajac do réwnania (3.126),

otrzymujemy
IG(e™)? + |Gt ]2 = 2. (3.132)
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Uktad filtréow z rysunku 3.1, wynikajacy z analizy wieloskalowej, po-
jawit sie wezedniej w publikacjach dotyczacych cyfrowego przetwarzania
sygnatéw. W pracy [25] opisane wyzej filtry nazwano filtrami kwadratu-

rowymi odmienionymi (ang. conjugate quadrature filters) 2.

Z punktu widzenia metod falkowych przetwarzania sygnatéow najwaz-
niesze sa filtry kwadraturowe odmienione, opracowane pod koniec lat
osiemdziesiatych XX wieku przez Ingrid Daubechies w ramach konstruk-
cji falek ortogonalnych o zwartym nosniku [4]. Z tego typu falkami sto-
warzyszone sa filtry o skoniczonej odpowiedzi impulsowej. Cechg charak-
terystyczng falek ortogonalnych o zwartym nosniku i stowarzyszonych
z nimi filtréw jest ich silna niesymetria. Poza falkag Haara, ktéra jest
asymetryczna, tj. ¥ (t) = —i(—t), nie istnieja falki ortogonalne o zwar-
tym nosniku symetryczne albo asymetryczne. W konsekwencji zwigzane z
nimi filtry wprowadzaja przesuniecia fazowe, ktére moga utrudniaé¢ prze-
twarzanie sygnalow lub obrazéw. Alternatywa w takim przypadku moze
by¢ wykorzystanie zamiast ortogonalnego przeksztatcenia falkowego prze-

ksztatcenia biortogonalnego, przedstawionego w nastepnym punkcie.

4Nazwa tych filtréw moze mieé odniesienie do nazwy opracowanych w polowie
lat siedemdziesiatych przez D. Estebana i C. Galanda filtrow lustrzanych kwadratu-
rowych (ang. quadrature mirror filters) [6], umozliwiajacych doskonala rekonstrukeje
sygnatu. W uktadzie filtréw, analogicznym do tego z rysunku 3.1, bank dekompozy-
cji stanowila para filtréw (h,g), a bank rekonstrukeji para filtréw (ﬁ,g). Przyjeto
nastepujace zaleznoéci miedzy filtrami: G(e™) = H(e'@t™), H(e™) = H(e™) i
G(e™) = —H(e"wtm). Z warunkéw doskonatej rekonstrukeji sygnalu wynikalo, ze
filtr A musi spetnia¢ réwnanie H?(e™) — H?(e!@tm)) = 2e~%< odzie k - liczba
calkowita nieparzysta. Okazalo sie jednak, Ze nie istnieja (poza filtrem Haara) filtry
lustrzane kwadraturowe o skonczonej odpowiedzi impulsowej spelniajace dokladnie

warunki doskonalej rekonstrukeji sygnatu.
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3.5 Szybkie biortogonalne przeksztaltcenie

falkowe

Dwie bazy, {¢(t — n)}nez i {&(t —n)Ynez, sa para baz biortogonalnych,

jesli
<ot —mn), pt—m)>= dn—m], n,meZ (3.133)
Bez ograniczenia rozwazan powyzszy warunek mozna zapisa¢ w uprosz-

czonej formie

< ¢(t), d(t—n) > = d[n], neZ (3.134)

Rozwiniecie sygnatu w bazie {¢(t — n)}nez ma postaé

F&) =) aln] ¢t —n). (3.135)

n

Wspblezynniki a[n] mozna obliczyé¢, mnozac skalarnie obie strony powyz-

szego réwnania przez funkcje bazy {¢(t — n)}nez
aln] = < f(t), p(t—n)> neZ. (3.136)
Alternatywnie sygnal mozna rozwinaé¢ w bazie {¢(t — n)}nez

1) = 3 aln] 6(t —n), (3.137)

gdzie
afn] = < f(t), ot —n) > nez. (3.138)

7 powyzszego widac¢, ze do dekompozycji wykorzystywana jest jedna

baza, a do rekonstrukcji druga

= 3" < f(t), ¢(t—n) > d(t—n) = Z<f $(t—n) > ¢(t—n).
" (3.139)
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Biortogonalne przeksztatcenie falkowe umozliwia wykorzystanie funk-
cji skalujacych i falek o zwartym no$niku symetrycznych lub niesyme-
trycznych, a co za tym idzie, stowarzyszonych z nimi filtréw o skonczonej
odpowiedzi impulsowej niewprowadzajacych przesunie¢ fazowych. Cena,
jaka trzeba zaptaci¢ za rezygnacje z ortogonalnalnej funkcji skalujacej i
falki, jest koniecznosé uzycia dwoch roéznych filtrow dolnoprzepustowych
dekompozycji h i rekonstrukeji h, ktorych odpowiedzi impulsowe sg wza-

jemnie ortogonalne, tj. spetniaja warunek

Zh hin —2k] = Ok]. (3.140)

Dwa pozostate filtry, tj. g i §, moga by¢ wyrazone za pomoca filtrow h i h.
W kontekscie analizy wieloskalowej oznacza to konieczno$¢ skonstruowa-
nia dwoch aproksymacji wieloskalowych przestrzeni funkcji o skonczonej
energii L%(R), tj. dwoch baz {1, (1)} jmezz 1 {0jn(t)}(jmyeze spetiaja-
cych warunek biortogonalnosci falek

< i), Ypm(t) > = 8[j— k] [n—m], (j,n), (k,m) € Z* (3.141)

Dla falek biortogonalnych mozliwe sa dwa rozwiniecia sygnatu

f(t) = Z D < F(T)in(r) > i), (3.142)

j=—00 n

f(t) = Z D < F(T)in(T) > dalt). (3.143)

j=—0c0 n
Uktad filtrow implementujacy szybkie biortogonalne przeksztalcenie
falkowe otrzymuje sie na podstawie ukladu z rysunku 3.1, zastepujac

filtry rekonstrukeji h, ¢ filtrami h, §.
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0o @i

Nl

dekompozycja rekonstrukcja

Rysunek 3.2: Banki filtréw biortogonalnych dekompozycji sygnatu (z le-

wej) 1 rekonstrukeji sygnatu (z prawej)

Analizujac uktad z rysunku 3.2, mozna otrzymacé réwnania okresla-

jace warunki doskonalej rekonstrukcyi sygnatu [31] [18] [19]:

H* (e H(e™) + G* (/@) G(e™) = 0, (3.144)
H*(e®) H(e®) + G*(e) G(e™) = 2. (3.145)

Przyjmujac filtr gornoprzepustowy dekompozycji g w postaci

G(e™) = e WH*(e!“tm), (3.146)
czyli w dziedzinie czasu

gln] = (=)™ Al —n] (3.147)
i filtr gérnoprzepustowy rekonstrukeji g w postaci

G(e™) = e W H* (/W) (3.148)
czyli w dziedzinie czasu

gln] = (=1 h[1 —n], (3.149)
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otrzymujemy réwnanie, jakie musza spelnia¢ filtry h i h, aby spelione

byty warunki doskonatej rekonstrukeji sygnatu
H* (™) H(e™) + H* (@) H(eWt™) = 2, (3.150)

Powyzsze rownanie narzuca warunki, jakie musi spetnia¢ suma wspot-
czynnikéw filtréw dolnoprzepustowych ki h. Wynika z niego, ze
H*(e) H*(e) = 2, czyli 7e

(Z B[n]) (Z ﬁ[n]) — 2. (3.151)

Najczesciej przyjmuje sie, ze
> hln) = ) hn] = V2. (3.152)

Suma wspotczynnikéw filtru rewersyjnego jest taka sama jak filtru, z
ktorego filtr rewersyjny powstat, wiec > h[n] = /2.

Whprowadzajac pomocnicza transmitancje P(e™), zdefiniowang jako
P(e™) = H*(e™) H(e™), (3.153)

réwnanie (3.150) mozna zapisaé nastepujaco
P(e®) 4+ P(e'@tm) = 2, (3.154)

Filtr o transmitancji P(e™) spelniajacy powyzsze réwnanie jest nazy-
wany filtrem pdlpasmowym (ang. halfband filter). Sposobem na zapro-
jektowanie pary filtréw biortogonalnych dolnoprzepustowych jest zapro-
jektowanie filtru potpasmowego P(e™), a nastepnie rozszczepienie tego
filtru na dwa filtry, h i h, takie ze H*(e™) H(e™) = P(e™). Proces
roztozenia filtru P(e™) na dwa filtry, H*(¢™) i H(e™), jest nazywany
faktoryzacjq spektralng, a filtry H*(e™) i H(e™) sa nazywane czynni-
kami spektralnymi. Faktoryzacja spektralna dotyczy rowniez filtréow or-

togonalnych, w przypadku ktérych H(e™) = H(e™). Wowczas P(e) =
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H*(e™) H(e™) = |H(e™)|? i stad wymobg, zeby P(e™) mialo na okregu
jednostkowym wartosci nieujemne.
Wprowadzajac dla uproszczenia zapisu pomocniczg zmienng zdefinio-
wana nastepujaco
z=e", (3.155)

réwnanie (3.154) mozna zapisa¢ w postaci
P(z) + P(—z) = 2. (3.156)

Modelujac P(z) wielomianem wzgledem z, tatwo zauwazyé, ze P(z) nie
moze zawiera¢ poteg parzystych z, z wyjatkiem wyrazu wolnego, ktéry
musi by¢ réwny 1. Ponizej pokazany jest przyklad zamodelowania P(z)
wielomianem, ktérego faktoryzacja spektralna prowadzi do skonstruowa-

nia filtréw biortogonalnych nazywanych filtrami 5/3.

Przyktad. Filtry biortogonalne 5/3. W pracy [9] zaproponowano trans-

mitancje filtru potpasmowego w postaci wielomianu
1
P(z) = G 21423 (1432743272 — 279, (3.157)

ktory moze by¢ zapisany jako

P(z) = g z(1+z*1)2] [g 21+ 272 (—1+ 427 —z’Q)]- (3.158)

Przyjmujac wielomian w pierwszej parze nawiasow kwadratowych jako

transformate filtru dolnoprzepustowego rekonstrukeji

V2

H(z) = ~= z2(1+271? = =2 (z+2+27Y), (3.159)

(€™ +2+e ™), (3.160)

=%
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skad wspoétezynniki filtru dolnoprzepustowego rekonstrukeji

2V/2
4

Przyjmujac wielomian w drugiej parze nawiaséw kwadratowych jako trans-

formate filtru dolnoprzepustowego dekompozycji h

Vi, V3

H(z) = g Z (142 Y3 (—14+4271—272) = ?(—22+221+6+22’1—z’2),
(3.161)
otrzymujemy
. 2 ) ) . )
H<€zw> — % <_€z2w+2ezw+6+2e—zw_6—120.))7 (3162)

skad wspotezynniki filtru dolnoprzepustowego dekompozycji

6v2

hol = 3
h-1 = h[1] = %
h-2] = h[2] = —g.

Wspétezynniki filtru gérnoprzepustowego dekompozycji obliczone we-
dhug wzoru (3.147)

oo = By = 22
o) = B = 22
o = Bt = Y2

Wspotezynniki filtru gérnoprzepustowego rekonstrukeji obliczone wedtug
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wzoru (3.149), to

i1 = g = -2
i) = -ay) = -2
gy = o = &2
i = et = - Y
i = hl-z = 22

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze w banku filtréow dekompozycji wy-
stepuja filtry rewersyjne w stosunku do filtrow h i g. Filtr A jest filtrem
symetrycznym w zerze, wiec h = h, natomiast wspétezynniki filtru g,

zgodnie ze wzorem g[n| = g[—n], sa nastepujace

a2 = by = =Y
g1 = ) = 22
o) = by = Y2

Rezygnujac z warunku (3.152), a narzucajac na przyktad warunki
S hln) =1 i Y hn] =2 (3.163)

otrzymuje sie wspotczynniki filtréw o wartosciach wymiernych diadycz-
nych, tj. takich, w ktérych licznik jest liczba catkowita nieparzysta, a

mianownik jest potega dwojki

Bo| = Z
W1 = B = g
B=2] = B2 = —2
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Dzieki temu transformata falkowa z uzyciem tych filtréw moze by¢ za-
implementowana w arytmetyce catkowitoliczbowej, zapewniajacej prze-
ksztalcenie odwracalne. Filtry 5/3 zostaly wybrane jako filtry domyslne
transformaty odwracalnej (ang. reversible) standardu kompresji obrazéw

nieruchomych JPEG 2000.

Wrzory transformacyjne szybkiego biortogonalnego przeksztatcenia fal-
kowego wynikaja bezposrednio ze wzoréw ortogonalnego przeksztatcenia
falkowego i z uktadu filtrow z rysunku 3.2 poprzez zastgpienie filtrow h
i g filtrami hi g w przeksztatceniu odwrotnym.

Przeksztatcenie proste jest opisane wzorami

aje1[k] =Y h[2k —n] a;[n] = a; * h[2k], (3.164)
dialk] = Y g2k —n) asln) = a; + 52K, (3.165)
za$ przeksztatcenie odwrotne wzorem
aj[n] = aj+1 * ﬁ[n] + derl *g[n], (3166)
gdzie
1lk] jeslin =2k
I (3.167)
0 jeslin =2k +1

; ::{%H%]ﬁﬁn:2k (3168)

d; 1|n
sl 0 jesli n = 2k + 1.
Ztozonosé obliczeniowa obydwu przeksztatcen, analogicznie do przypadku

przeksztatcenia ortogonalnego, jest liniowa.
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3.5.1 Bank filtréow iterowanych stuzacy do oblicza-
nia funkcji skalujacej

Rekonstrukcja sygnalu zdekomponowanego falkowo wykonywana jest w
uktadzie filtrow pokazanych na rysunkach 3.1 albo 3.2. Banki filtréw re-
konstrukeji mogg stuzy¢ do obliczania przyblizonych wartosci funkcji ska-
lujacej ¢(t) stowarzyszonej z filtrem dolnoprzepustowym h albo funkeji
skalujacej q;(t) stowarzyszonej z filtrem dolnoprzepustowym h. W oby-
dwu przypadkach algorytmy obliczeniowe sa takie same, wigc dalej bedzie
opisany tylko algorytm obliczania przyblizonych wartosci funkcji ¢(t) na
podstawie filtru h.

W dekompozycji sygnatu opisanej algorytmami szybkiego ortogonal-
nego i biortogonalnego przeksztatcenia falkowego numery krokow zwick-
szaja sie, tj. po wykonaniu kroku 7, nastepny krok ma numer j + 1.
Podczas rekonstrukeji sygnalu numery krokéw zmniejszaja sig, tj. po
wykonaniu kroku j nastepny krok ma numer j — 1. W celu przedsta-
wienia sposobu obliczania wartosci funkcji skalujacej za pomoca banku
filtrow rekonstrukcji wygodnie jest zmienié¢ kolejno$é¢ numeracji krokow i
mimo ze proces obliczeniowy jest procesem rekonstrukeji, zwigksza¢ nu-
mer nastepnej iteracji. Konsekwencja tego bedzie zmiana postaci wzoru
okreslajacego skale z 27 na 277 i zmiana definicji przeskalowanej funkcji

skalujacej

Sin(t) = \/;—] ¢(t_2ijn>. (3.169)

Jedna z fundamentalnych wtasnosci funkcji skalujacych wyraza rownosé
+o0o
o(t) dt = 1. (3.170)

—00

Funkcja skalujaca przeskalowana i przesunieta w ponizszy sposob rowniez
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spelnia warunek

ool t—27n

—0oQ
i moze shuzy¢ jako funkcja wagowa do otrzymania wersji usrednionej sy-

gnatu f(t) N

1 t—27In
RLE= (b(T) dt. (3.172)
Dla dostatecznie malych skal 277 sygnal uéredniony na przedziale réw-
nym nosnikowi przeskalowanej i przesunietej funkcji skalujacej mozna
traktowa¢ jako wartoéé przyblizong sygnalu f(t) w punkcie ¢t = 27n

, oo 1 t—27n

—J ~ —_ —
fen) ~ [0 o ¢( = ) dt. (3.173)

Powyzsza zaleznosé obowiazuje dla dowolnych funkcji f(t), w tym dla
f(t) = o(t), wiec
, oo 1 t—27In
—J ~ _
o) ~ [ olt) 5 ¢( = )dt. (3.174)

Wsraod filtrow stosowanych w przeksztatceniach falkowych szczegdlna
role odgrywaja filtry o skonczonej odpowiedzi impulsowej. Jezeli filtr ma
L wspoétczynnikéw odpowiedzi impulsowej i jest filtrem przyczynowym,
to stowarzyszona z nim funkcja skalujaca ¢(t) ma zwarty nosnik, ktérym
jest przedzial [0, L — 1]. Nosnikiem funkcji skalujacej przeskalowanej i
przesunietej ¢; ,,(t) jest przedzial [277n, 277 (n+L—1)]. W tym przypadku
wzér (3.174) przyjmuje postaé

2 (ntL-1) 1 /t—27n
— ¢<—> dt. (3.175)

o) ~ [
27In
Oznacza to, ze przyblizona wartos¢ funkeji skalujacej ¢(t) w punkcie

t = 279n jest usredniong wartodcig funkeji skalujacej w przedziale
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[277n, 277 (n + L — 1)]. Prawa strone wzoru (3.175) mozna zapisa¢ w po-

staci
1 27 (4 L-1) 1 t—27n
‘ t - o(~) dt. 3.176
— [ el = e(5 (3.176)
Poréwnujac powyzsze wyrazenie z wzorem definiujacym wspotezynniki
skalujace
Hoo 1 t—27n
in| = ‘ 1
wln) = [ 10 o= o(—5—) dt (3.177)
tatwo zauwazy¢, ze
O(27n) ~ V2 ajn), (3.178)

gdzie wspétezynniki a;[n] sa wspétezynnikami skalujacymi dekompozycji
falkowej funkcji skalujacej. Ponizej pokazano, jak za pomoca banku fil-
trow rekonstrukeji obliczy¢ wspotezynniki skalujace a;jn]| i tym samym
przyblizone wartosci funkeji skalujacej.

Zaktadajac istnienie funkcji skalujacej ¢(t) w postaci sygnaltu czasu
ciaglego posiadajacego transformate Fouriera ®(w), przyblizenie (3.178)

mozna wyrazi¢ w dziedzinie czestotliwosci w postaci

+oo
% > @(w—kg) ~ V2 Aj(eV). (3.179)

Przyblizenie to po uproszczeniu przyjmuje postac

Ay(e*)

O(w+22n7) ~ “L_2 (3.180)
2 T
Ponizej pokazano, ze przyjmujac ag[n] = d[n], po wykonaniu J iteracji
otrzymuje sie
J
As(e®) = [ H(E ™), (3.181)
j=1

czyli ze

> dw+2'2mm) ~ [] H(GT“;) (3.182)

n 7j=1



3.5 Szybkie biortogonalne przeksztalcenie falkowe 107

co oznacza, ze sprobkowana z krokiem 277 funkcja skalujaca ¢(t) ma
w przyblizeniu transformate Fouriera bedaca iloczynem pierwszych J
czynnikéw prawej strony wzoru (3.92)

+o0 eiw/gj
ow) =]] % (3.183)

j=1
Obliczajac zatem odwrotng transformate Fouriera wyrazenia

; J
ezw/Q

H(e™™)
H 5 (3.184)

j=1
otrzymujemy przyblizone wartosci funkeji skalujacej ¢(t) w punktach t =
n/2’, n € Z.

Dowodd powyzszego stwierdzenia oparty jest na przeksztatceniach ukta-
dow ekspander i filtr implementujacych odwrotne przeksztatcenie falkowe
(3.124), ktére przy zatozeniu, ze ao[n] = d[n|, do[n] = 0, d;[n] = 0, dla
g =1,...,J redukuje si¢ do postaci

ajln] = Y hin—2k] aj1[k] = ;-1 % hn], (3.185)
gdzie

i—1k| jeslin =2k

0 jeslin =2k + 1.

Powyzsze przeksztalcenie implementuje uktad pokazany na rysunku 3.3.

aj—1 @ h a;

Rysunek 3.3: Uktad ekspander i filtr
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Na rysunku 3.4 pokazano uktad implementujacy proces obliczeniowy
splotu (3.185) dla J = 3.

Rysunek 3.4: Kaskadowe potaczenie trzech uktadow ekspandera 1 filtru

Wykorzystujac rownowaznosé¢ uktadéow pokazanych na rysunku 3.5,
uktad z rysunku 3.4 mozna przeksztatci¢ do postaci pokazanej na rysunku
3.6.

Lo = -0

Rysunek 3.5: Dwa uktady réwnowazne: filtr i ekspander oraz ekspander
i filtr, gdzie H' () = H(e™)

w0 —@- 1 O H - o

Rysunek 3.6: Pierwszy etap przeksztatcenia uktadu z rysunku 3.4, gdzie
H/(ei‘“) — H(eﬂ“’)

Uktad z rysunku 3.6 mozna przeksztatci¢ do uktadu pokazanego na
rysunku 3.7.
Na rysunku 3.8 pokazany jest uktad réwnowazny trzem iteracjom.

Transmitancje filtru z rysunku 3.8 wyraza wzor

H®(e¥) = H(e"™) H(e™) H(e™) = [[ H(e™®®). (3.187)
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0 —@-@-[ i )

Rysunek 3.7: Drugi etap przeksztalcenia uktadu z rysunku 3.4, gdzie
H”(eiw) — H(€i4w)

ao @ h(3) as

Rysunek 3.8: Uktad z jednym ekspanderem i jednym filtrem rownowazny
kaskadowemu potaczeniu trzech uktadéw ekspandera i filtru z rysunku
3.4

Latwo uogdlni¢ wzoér (3.187) na kaskadowe potaczenie J > 0 ukla-
déw z rysunku 3.3. Uktad zastepczy takiego potaczenia pokazany jest na
rysunku 3.9.

(o) @ h(J) ay

Rysunek 3.9: Uktad z jednym ekspanderem i jednym filtrem rownowazny

kaskadowemu potaczeniu J uktadéw z rysunku 3.3

Transmitancje filtru réwnowaznego H)(e*) wyraza wzor
H () = T[HE). (3.188)

Wykorzystujac rownowaznosé¢ uktadow z rysunku 3.10,
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@ = o

Rysunek 3.10: Uktady réwnowazne, gdzie H (e™) = H(e™/N)

kaskadowe potaczenie J > 0 uktadéw ekspander i filtr mozna zastapi¢

uktadem z rysunku 3.11.

ap — K @‘U

Rysunek 3.11: Uktad réwnowazny potaczeniu kaskadowemu J > 0 ukta-
déw z rysunku 3.3, gdzie H (e*) = H‘j]:l H(eiw/Qj)

Na wejsciu filtru z rysunku 3.11 wystepuje sygnal ag[n] = d[n], kté-
rego transformata Fouriera réwna jest 1, wiec transformate Fouriera sy-

gnalu na wyjsciu filtru wyraza wzor
Ag(e®) = HO(?) = T[H(e“?), (3.189)

co dowodzi réwnosci (3.181). Wystepujacy za filtrem ekspander rozszerza
sygnal wyjsciowy filtru 27-krotnie, tj. do punktéw ¢ bedacych liczbami
catkowitymi.

Wykorzystujac opisany wyzej algorytm, otrzymuje sie wartosci przy-

blizone funkcji skalujacej po J iteracjach w punktach ¢t = 2=/n
o2 n) = V27 ayn). (3.190)

Wartoséci powyzsze mozna uzyé¢ do skonstruowania przyblizenia funkeji
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skalujacej w postaci funkcji schodkowej

o) = V27 ayn], 27n<t<27(n+1), 0<n<2/(L-1),
(3.191)
gdzie L - liczba wspotczynnikéw filtru h.

Ponizej pokazano program w jezyku MATLAB obliczajacy wedlug
opisanego wyzej algorytmu wartosci przyblizone funkcji skalujacej ¢(t)
stowarzyszonej z filtrem o trzech wspotczynnikach odpowiedzi impulso-
wej: h[0] = v/2/4, h[1] = v/2/2, h[2] = /2/4. Funkcja skalujaca stowa-
rzyszong z tym filtrem jest bazowa funkcja sklejana pierwszego stopnia
(patrz punkt 4.5.1). Wykres funkcji (po wykonaniu o$miu iteracji) poka-

zano na rysunku 3.12.

12

1k

0.8

0.6

041

02

of

-0.2|

L L L L L L L L L
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Rysunek 3.12: Funkcja skalujaca ¢(t) w postaci bazowej funkcji sklejane;j

pierwszego stopnia, stowarzyszona z filtrem o odpowiedzi impulsowe;j:

hl0] = v/2/4, h[1] = V/2/2, h[2] = V/2/4

function [t, phi] = phi_hat(J)

% funkcja skalujaca - bazowa funkcja sklejana pierwszego stopnia
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h(1) = sqrt(2)/4;
h(2) = sqrt(2)/2;
h(3) = sqrt(2)/4;
L =3; % liczba wspétczynnikow filtru

N = (L-1)*(27J) % liczba obliczanych wartosci funkcji skalujacej
phi = zeros(1,N);

bufor = zeros(1,N);

phi(1) = 1;
Nj = L-1;
for j=1:1 J
forn=1 1 : Nj
bufor(2*n-1) = phi(n);
pA bufor(2*n) = 0;
end
Nj = 2%Nj;
forn=1:2: Nj-1
s=0;
for k=1:2:1L
if n-k>=0
s = s + bufor(n-k+1)*h(k);
end
end
phi(n) = s;
s=0;
for k=2:2:1L
if n+1-k>=0

s = s + bufor(n+1-k+1)*h(k);

end
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end
phi(nt+l) = s;
end
end
phi = sqrt(27J)*phi;
h = 27(-J);
t O: h: L-1-h;



114 3 ANALIZA WIELOSKALOWA SYGNALOW




4 Falki

4.1 Ogblne wlasciwosci falek

Funkcje nazwane falkami powstaty w odpowiedzi na potrzebe stworzenia
aparatu matematycznego umozliwiajacego badanie wtasciwosci sygnatow
w otoczeniu wybranych chwil czasowych, w sposéb ulepszony w stosunku
do okienkowego przeksztatcenia Fouriera. Fundamentalna cecha falki ¢ (¢)
jest brak sktadowej statej

+oo
e(t) dt = 0. (4.1)

Powyzsza wlasnos$¢ oznacza, ze falka musi mie¢ oscylacje. Falka powinna
by¢ rézna od zera tylko w skonczonym przedziale czasu albo bardzo
szybko, np. wyktadniczo, zanika¢ poza tym przedzialem.
Przeksztatcenie falkowe polega na obliczeniu transformaty falkowej
W f(t,s), ktora jest iloczynem skalarnym sygnatu f(t) i przeskalowanej

i przesunietej falki:

Wf<t7 3) =< f(T)7 ¢t,5(7_) >, (42)

gdzie
alr) = = v(5). (1.3

Skalowanie i przesuwanie falki to zoom przeksztatcenia falkowego, ktoéry

pozwala obserwowaé ,drzewo” i ,las”, w ktérym jest to drzewo.
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Transformata falkowa funkcji jednej zmiennej, zgodnie ze wzorem
(4.2), jest funkcja dwdch zmiennych: czasu i skali. Jest to reprezentacja
wysoce redundancyjna i kosztowna obliczeniowo. Naturalne jest dazenie
do dyskretyzacji ptaszczyzny czas-skala w taki sposob, aby zmniejszy¢ na-
ktady obliczeniowe i zachowa¢ odwracalnosé przeksztatcenia falkowego.
Ogoélnym sposobem dyskretyzacji jest wykorzystanie falek przeskalowa-

nych i przesuwanych wedtug wzoru:

Unj(7) = \/1(71 v~ _a?ajb>, (4.4)

gdzie state a > 01 b > 0 sg parametrami dyskretyzacji ptaszczyzny czas-
skala. Wybierajac na przyktad a = 2 i b = 1, otrzymujemy reprezentacje

falkowg sygnalu w postaci ciagu wspotczynnikéw liczbowych {d;[n]}, jez:

dj[n] = < f(7), Yn;(T) >, (4.5)

na podstawie ktorych jest mozliwa rekonstrukcja sygnatu w postaci po-

=) djln] (1) (4.6)

JEZ neZ

dwdbjnej sumy:

Jak wczesniej wspomniano, przeksztalcenia falkowe powstaty w celu
umozliwienia badania lokalnych cech sygnaléw. Typowym pytaniem jest
pytanie nastepujace: jakie czestotliwosci dominuja w sygnale w okreslo-
nym przedziale czasu, ktérego srodkiem jest okreslony moment czasu?
OdpowiedZ mozna uzyska¢, analizujac transformate falkowa sygnatu z
falka w réznych skalach przesunieta do wskazanego momentu czasu. Ana-
lize nalezy rozpoczaé¢ od okreslenia parametréow charakteryzujacych falke
matke 1(t) w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci. Parametrami
tymi sa: ¢ - odcieta srodka ciezkodci gestosci czasowej energii falki matki
(1), w - odcieta srodka ciezkosci gestosci widmowej energii falki, o - sze-

rokos¢ sredniokwadratowa falki, o, - szeroko$¢ sredniokwadratowa widma
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falki (por. p. 2.2.2). Wymienione parametry sa zdefiniowane nastepujaco:

=D vl

=T < (.7)
e - 8) W)l _

o, = @f T < 0. (4.8)

Sposéb obliczania tych parametréw podany zostal w rozdziale 2. Falka
¥(t) wnosi swoj wktad do sygnatu rekonstruowanego w przedziale czasu
[t — oy, t+ 0, iw przedziale czestotliwoéci [& — o, & + 0,]. Falka

przeskalowana ze wspotczynnikiem s i przesunieta do chwili czasowej t

Ga(7) = % () (4.9)

wnosi swoj wktad do sygnatu rekonstruowanego w przedziale czasu

[t + st — soy, t + st + soy] (4.10)
i w przedziale czestotliwosci

(&0 —0u)/s, (W+0,)/s]. (4.11)

W szczegdlnosci dla skal i1 przesunieé, jak we wzorze (4.4), przedziaty te

sg odpowiednio rowne

[t + a’t — aloy, t + a’t +dl oy (4.12)

a7 (& —0y), a”?(&+ 0y)). (4.13)

Jak wida¢, matym skalom odpowiada duza rozdzielczo$¢ w dziedzinie
czasu (krotki przedziat czasu) i mata rozdzielczosé w dziedzinie czesto-
tliwosci (szerokie pasmo czestotliwosei), i na odwrdt, duzym skalom od-

powiada mata rozdzielczosé w dziedzinie czasu (dlugi przedzial czasu) i
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duza rozdzielczosé w dziedzinie czestotliwosci (waskie pasmo czestotliwo-
Sci).

W celu uzyskania duzej rozdzielczosci falki, zaréwno w dziedzinie
czasu, jak i w dziedzinie czestotliwosci, pozadane jest, aby parametry
oy 1 0, byly mate. Jednocze$nie taczna rozdzielczo$é jest ograniczona,

gdyz zgodnie z zasada nieoznaczonosci

1
o 0y > 3" (4.14)

Naturalng konsekwencja wymogu duzej rozdzielczosci falek w dzie-
dzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci jest wymog szybkiego zanikania
falki w dziedzinie czasu i szybkiego zanikania transformaty Fouriera falki.
Falka moze mie¢ zwarty nosnik w dziedzinie czasu albo w dziedzinie cze-
stotliwosci, ale nie jest mozliwy zwarty nosnik w obu tych dziedzinach
jednoczesnie. Wieksze znaczenie praktyczne maja falki o zwartym no-
$niku w dziedzinie czasu niz falki o zwartym nos$niku ich transformat
Fouriera.

Falki wykorzystywane do obliczania cigglej prostej i odwrotnej trans-
formaty falkowej musza spetniaé warunek dopuszczalnosci (ang. admis-
sibity condition)

+00 2
Cy = / w dw < o0, (4.15)

—00

gdyz stata Cy, wystepuje we wzorze (1.11) na odwrotna ciagly transfor-
mate falkowa (por. rozdz. 1). Falki majace znaczenie praktyczne naleza
do przestrzeni funkcji o skoriczonej energii, tj. ¢ (t) € L*(R), oraz do prze-
strzeni funkcji bezwzglednie calkowalnych, tj. ¥(¢) € L'(R). Ten ostatni
warunek pociaga za sobg ciagto$¢ transformaty Fouriera i C moze by¢
skoficzona tylko wtedy jesli ¥(0) = 0, czyli jesli fj;o Y(t)dt = 0, co
oznacza, ze falka nie ma sktadowej statej.

Z natury sygnatu f(t) aproksymowanego przez szereg falkowy (4.6)

moze wynika¢ wskazanie uzycia falki o okredlonej gladkosci, mierzonej
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liczba ciagtych pochodnych. Dotyczy to zaréwno falki uzytej do dekom-
pozycji sygnatu, czyli do obliczenia wspoétczynnikéw falkowych d;[n], jak
i do rekonstrukcji sygnatu. Dobér falek z uwzglednieniem gladkosci sy-
gnalu moze daé¢ bardziej zwarta reprezentacje falkowa sygnatu. Stoso-
wang miarg gtadkosci falek jest tzw. wyktadnik Lipschitza, nazywany
takze wyktadnikiem Holdera.

Gtladkos¢ funkceji, ktora nie ma ciagtej pochodnej, moze by¢ scharak-
teryzowana za pomoca wyktadnika Lipschitza 0 < o < 1, jezeli istnieje

stata K > 0, taka ze
@)= f(n) < K |t—7]% (4.16)

Powyzsza definicja dotyczy gladkosci punktowej (w punkcie t = 7) i
moze by¢ rozszerzona na gtadkosé jednostajna na przedziale [a, b, jezeli
nieréwno$¢ (4.16) jest spetiona dla wszystkich punktéw 7 € [a, b] ze
stata K, ktéra jest niezalezna od punktu 7. Miara gtadkosci funkeji f(¢)
wedtug Lipschitza jest warto$¢ roéwna supremum w punkcie 7 lub na
przedziale [a, b] wykladnika ov w nieréwnosci (4.16).

Analizujac nieréwnosé (4.16), tatwo dostrzec, co oznacza wykladnik

a = 0. Wowczas
1f() = ()] < K, (4.17)

czyli funkcja ograniczona jest nieciggta w punkcie 7. Drugg skrajng war-

toscig wspotczynnika « jest wartos¢ 1. Wowcezas
f@) = f(D)] < K |t—7]. (4.18)

Ten przypadek dotyczy na przyktad bazowej funkcji sklejanej pierwszego
rzedu rownej 1 — |t| dla |f| < 11 réwnej O dla |f] > 1. Funkcja ta nie
ma ciggtej pochodnej i tym samym nie nalezy do przestrzeni funkcji ma-
jacych ciagly pierwsza pochodna, ale ma wyktadnik o = 1. Wartosci

wyktadnika 0 < a < 1 oznaczajg, ze funkcja nie jest rézniczkowalna i
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charakteryzuje typ osobliwosci [12]. Jezeli dla danej funkeji wyktadnik a
w nieréwnosci (4.16) jest wiekszy od 1, oznacza to, ze funkcja posiada
[a] — 1! ciagtych pochodnych.

Wazna wlasnoscia falki sa znikajgcyce momenty

+00
/ th(t) dt = 0. (4.19)
Jezeli powyzsza catka zeruje sie dla k = 0,1,...,p — 1, to mowi sie, ze

falka ma p znikajacych momentéw. Oznacza to, ze falka jest ortogonalna
do wielomianéw stopnia nizszego niz p. Znaczenie znikajacych momen-
tow falki w przeksztatceniach falkowych i w konsekwencji w falkowej re-
prezentacji sygnalu wyjasnimy, analizujac aproksymacje sygnatu f(¢) w

podprzestrzeni V_;
falt) =D aab] ¢oaa(d). (4.20)

Sygnal ten moze by¢ zdekomponowany na sygnal wygtadzony z podprze-

strzeni Vj i sygnal szczegdtowy z podprzestrzeni W

fa(t) = > aoln] ¢t —n)+ > do[n] P(t —n). (4.21)
Zaktadajac, ze falka jest falka ortogonalna, wspotezynniki skalujace ag[n]

obliczane sg ze wzoru

wl) = [ 5 ot —n) d, (4.22)

— 00
a wspétezynniki falkowe dy[n| ze wzoru
+oo

doln] = F(8) vt —n) dt. (4.23)

—00

Ta] oznacza najmniejsza liczbe catkowita wigksza lub réwna a.
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Wybierzemy konkretny wspoétezynnik falkowy, na przyktad dy[0]. Jego

wartos¢ obliczamy ze wzoru

+oo

do[0] = f(t) o(t) dt. (4.24)

— 00

Jezeli falka ma zwarty nosnik réwny przedziatowi [by, bo] i sygnat f(t) w
tym przedziale jest na tyle gtadki, ze moze by¢ opisany wielomianem stop-
nia nizszego niz liczba znikajacych momentéw falki p, to wspoétezynnik
falkowy do[0] bedzie réwny zeru. Sygnal f_;(t) w rozwazanym przedziale
bedzie okreslony przez wspotczynniki przy translacjach funkeji skalujgcej,
gdyz podprzestrzen Vj zawiera wielomiany stopnia nizszego niz p 2

Im wiecej jest znikajacych momentow, tym mniejsze co do modutu
moga by¢ wspotezynniki falkowe w reprezentacji sygnalu w postaci sze-

regu falkowego

= 3 ast) dunt +sz na(t).  (4.25)

Sygnal f(t) w otoczeniu punktu 7 = 2/n, tj. dlat € [t —h,7+h|, h > 0,

mozna przedstawi¢ w postaci wielomianu Taylora i btedu e, ()

(t—7)" 4+ e.(t), (4.26)

gdzie e,(t) ma nastepujace oszacowanie

Uil IO (4.27)

e-)| <
| ( )‘ m! w€|[T—h,7+h]

2Jest to tzw. warunek Fixa-Stranga, ktéry dowodzi, ze falka (t) ma p znikajacych
momentéw wtedy i tylko wtedy, jesli stowarzyszona z nia funkcja skalujaca ¢(t) jest
taka, ze dowolny wielomian stopnia p — 1 moze by¢ zapisany jako kombinacja liniowa
funkgji skalujacych {¢(t — n)}nez [12] [27].
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Jezeli falka ma p = m znikajacych momentow, to jest ortogonalna do
wielomianu Taylora i wartos¢ transformaty falkowej w rozpatrywanym
punkcie zalezy wylacznie od bledu aproksymacji e, (t).

Znikajace momenty falki maja Scisty zwiazek z zerowaniem si¢ w

punkcie w = 0 transformaty Fouriera falki i jej pochodnych. Z warunku

/ N W(t) dt =0 (4.28)

wynika, ze

U(0) = / Y(t) e ™ dt = 0. (4.29)
Pochodna rzedu k£ > 0 transformaty Fouriera falki jest rowna

dk\lj(w) oo -\ k —iwt

) - /_ e e e (4.30)

Uwzgledniajac réwnos$é (4.19), otrzymujemy warunki w dziedzinie cze-
stotliwosci rownowazne znikajacym momentom w dziedzinie czasu

d*U(w)
dw*

=0 dla k=0,1,...,p—1. (4.31)

w=0

Zerowanie si¢ transformaty Fouriera falki i jej pierwszych p — 1 pochod-
nych okreslaja ptaskos¢ transformaty Fouriera falki w otoczeniu czesto-
tliwosci w = 0, czyli w zakresie niskich czestotliwosci, 1 pokazuja, ze falke
mozna traktowaé jako odpowiedZ impulsowa filtru analogowego (czasu
ciagtego) pasmowoprzepustowego.

Roéwnanie falkowe umozliwia wyprowadzenie zwiazku pomiedzy war-
toscia transformaty Fouriera falki i jej pochodnych w punkcie w = 0 i
wartos$ciami transmitancji filtru g w punkcie w = 0. W dziedzinie czesto-

tliwosci rownanie falkowe ma postac

V2 TU(2w) = G(e™) d(w) (4.32)
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iz (4.29) wynika, ze G(e) ®(0) = 0. Transformata Fouriera funkcji
skalujacej

B(0) = /_ ot di =1, (4.33)

zatem
G(e?) = 0. (4.34)
Rézniczkujac réwnanie dylatacyjne, otrzymujemy
d¥ (2w) dG(e™) oy dD(w)
22— =9 _ Y ——. 4.
V2 —= (W) —— +G(e") — (4.35)

Pochodna lewej strony réwnania dylatacyjnego ma postac

\/5 d\IJ(Qw) _ \/5 % +00w(t) €—i2wt dt = _2\/§Z/+00t¢<t) e—ith dt.

dw _ oo
(4.36)
W punkcie w = 0
AV (2 too
va @) —2\/§¢/ tap(t) dt = 0. (4.37)
dw w=0 — 00
Otrzymujemy wiec rOwnanie
dG(e™) 0y AP (w)
o(0) ———= G(e! =0 4.38
(0) dw Wfo+ (%) dw lw=0 ’ (4.38)
z ktérego wynika, ze
dG(e™)
dw  lw=0 0 (4.39)
W analogiczny sposéb mozna pokazaé, ze
de(eiw)
—_— = dla k£=2,3...,p—1. 4.4
i |, =0 da 3D (4.40)
W konsekwencji
dsz(eiw)
_— =0 dl k=0,1...,p—1 4.41
T | a 1o p—1, (4.41)

co oznacza, ze transmitancja filtru gérnoprzepustowego zwigzanego z
falkg rownaniem falkowym i jej pochodne rzedu od 1 do p — 1, gdzie

p jest liczba znikajacych momentow falki, zerujg sie w punkcie w = 0.



124 4 FALKI

4.2 Falki ortogonalne o zwartym nosniku

Jak wynika ze wzoréw opisujacych szybkie przeksztatcenia falkowe (roz-
dziat 3), do obliczenia dyskretnej reprezentacji falkowej sygnatu potrzebne
sg filtry cyfrowe h i g. W przypadku przeksztatcen ortogonalnych wy-
starczy jeden filtr dolnoprzepustowy h, gdyz na jego podstawie, w prosty
sposob, tworzy sie filtr gérnoprzepustowy ¢. Falka nie jest bezposrednio
wykorzystywana w dyskretnych przeksztatceniach falkowych, ale jej wta-
sciwosci decydujag o wartosciach zbioru wspoétczynnikow liczbowych sta-
nowigcych reprezentacje falkowa sygnatu. Wybér falki determinuje wy-
bér stowarzyszonych z nig filtrow cyfrowych wystepujacych we wzorach
transformacyjnych. Ponizej pokazano zwigzki pomiedzy wtasciwosciami
falki i wtasciwosciami stowarzyszonych z nig filtrow.

Wyprowadzone wtasnosci transformaty filtru g przenosza sie odpo-
wiednio na filtr h, za pomoca ktérego filtr g jest zdefiniowany (rozdziat

3) w postaci

G(ez’w) _ e—z‘wH*(ez‘(w—i-w)) 7 (442)
skad

H(ei(wJﬂr)) — G*(eiw) (4.43)
1

H(e™) = e G*(e?) = 0. (4.44)

Pochodna transmitancji filtru A ma postac

dH (e'@Fm) L - w dG*(e)
oW * (1w —w 44
— e G*(e") +e 70 (4.45)
i z powyzszego wynika, ze
dH w
dilem) )y (4.46)

dw W=T
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W analogiczny sposob mozna pokaé, ze

% = 0 dla k=23...,p—1 (4.47)
Podsumowujac, stwierdzamy, ze transmitancja filtru dolnoprzepusto-
wego h stowarzyszonego z falka ortogonalna, ktora ma p znikajacych mo-
mentow, zeruje sie w punkcie w = 7 i zeruja sie w tym punkcie pochodne
transmitancji od pierwszej do p — 1
% w:W:O dla k=0,1...,p—1. (4.48)
Z falkami ortogonalnymi o zwartym nosniku stowarzyszone sa filtry
ortogonalne o skonczonej odpowiedzi impulsowej. Nie ograniczajac ogol-
noéci rozwazan, mozna przyjac, ze filtr dolnoprzepustowy h jest filtrem

przyczynowym, ktérego transmitancja jest wielomian trygonometryczny

N—-1
H(e™) = ) hlnje™™. (4.49)
n=0
Filtr ortogonalny, tj. spetniajacy warunek
[H(e¥) P + [H(e))? = 2, (4.50)

taki ze jego transmitancja i p — 1 jej pochodnych zeruja si¢ przy czesto-
tliwosci w = 7 1 ktéry ma najmniejszg liczbe wspotczynnikow, mozna
zamodelowaé nastepujacym wielomianem

H(e™) = V2 (HTe_w)p R(e™™), (4.51)

gdzie R(e™™) jest wielomianem wzgledem e~ [5].

Dowdd na to, ze w transmitancji filtru o podanych wyzej wtasnosciach
wystepuje czynnik (%)p , mozna przeprowadzi¢, wzorujac si¢ na po-
nizszych przeksztatceniach, w ktorych dla skrocenia zapisu wprowadzono

pomocniczg zmienng z = e~
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Niech Wy(z) bedzie wielomianem stopnia M i niech W]Ef)(z), k=
0,1,....,p—1, p < M, oznacza k-ta pochodna zerujaca si¢ w punkcie
z = —1, tj. Wﬁ)(—l) = 0. Z warunku Wy, (—1) = 0 wynika, ze wielomian

W (z) moze byé przedstawiony w postaci
Wy(z) = (24 1) Why—1(2). (4.52)
Pierwsza pochodng wielomianu mozna zapisa¢ nastepujaco
W) = Wia(z) + (z+ 1) W (2). (4.53)

Z warunku WE)(—l) = 0 wynika, ze Wj;_1(z) musi si¢ réwnaé zeru w

punkcie z = —1, a wiec mozna wielomian przedstawi¢ w postaci,
Wy_1(2) = (z+ 1) Wy_a(2) (4.54)
i
Wi (2) = (2 4+ 1) Wy_o(2). (4.55)

Kontynujac powyzsze przeksztatcenia, otrzymuje sie
Wy (z) = (24 1) Wy_,(2), (4.56)

co konczy dowdd.

Czynnik (#)p w réwnaniu (4.51) jest zwiazany ze znikajacymi
momentami falki, a wykladnik p jest nazywany rzedem aproksymacji
(ang. approzimation order). Czynnik R(e”*) musi by¢ tak dobrany,
aby spelniony byt warunek filtru kwadraturowego odmienionego (4.50).
I. Daubechies pokazala, ze wielomian R(e~*) musi by¢ stopnia p — 1
lub wyzszego [5]. Ze wzoru (4.51) wynika, ze w przypadku, gdy R(e™™)
jest stopnia p — 1, transmitancja filtru jest wielomianem stopnia 2p — 1

wzgledem e~*. Filtr ma skoiczong odpowiedZ impulsowg o najmniejszej
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mozliwej liczbie 2p wspotezynnikéw, ktore w przypadku filtru przyczy-
nowego majg numery od 0 do 2p — 1. O filtrach takich méwi sie, ze maja
zwarty nos$nik réwny zbiorowi liczb catkowitych z przedziatu [0, 2p — 1].

Funkcja skalujaca ¢(t) i falka () stowarzyszone z filtrem ortogonal-
nym o skonczonej odpowiedzi impulsowej maja zwarte nosniki. Z réw-
nania dylatacyjnego wynika, ze jesli nosnikiem filtru h jest zbior liczb
catkowitych z przedziatu [0, 2p — 1], to nosnikiem funkcji skalujacej ¢(¢)
jest przedzial [0,2p — 1]. Na podstawie réwnania falkowego mozna udo-
wodnié, ze falka ¢(¢) ma no$nik réwny przedzialowi [—p + 1, p].

W celu wyprowadzenia réwnania, z ktérego rozwigzania mozna otrzy-
ma¢ wielomian R(e™™), zapiszemy, czemu réwna sie¢ skladnik |H (e™)]?
w rownaniu (4.50)

e = 2 (Y

2

R(e™™)|? (4.57)

= 2 [|(EE T [re e (4.58)
() (5N e s
- 2( +COSW> R(e™)? (4.60)
. (cos§>p]R(e_W)|2. (4.61)

Kwadrat modutu transmitancji filtru o wspotczynnikach rzeczywistych

jest funkcja parzysta, wiec | R(e™™)|? mozna przedstawi¢ w postaci wielo-

mianu wzgledem kosinusa. Wygodnie jest wprowadzi¢ dodatkowa zmienna
y = sin® £, ktéra dla w € [0, 7] nalezy do przedziatu [0, 1], i uwzgledniajac

zaleznosa smz‘; = (1—cosw)/2, cos? ¢ ¢ = (1+cosw)/2, zapisac |H (e lk

w postaci
2 w

|H(e™)|> =2 <COS ;)p P(sm 5) (4.62)

Woéwezas na podstawie réwnania (4.50) otrzymuje sie réwnanie, jakie
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musi spetniaé¢ funkcja P(y)
(1—y) Ply) +y" P(1—y) =2. (4.63)

I. Daubechies pokazata [4] [5], ze wielomian najnizszego stopnia spelnia-

jacy powyzsze rownanie ma postac

5 < - k) y* (4.64)

k=0

Jest to wielomian stopnia p — 1 wzgledem y, a uwzgledniajac zaleznosé

sin® % = 1(—e™+2—e™), latwo sprawdzi¢, ze jest wielomianem stopnia

2p — 2 wzgledem e™
Przyjmujac powyzsze rozwigzanie, kwadrat modutu transmitancji fil-

tru h wyraza wzor

1

|H(e™)|> =2 (cos —>2p po < _1+k) <sm§>2k. (4.65)

Transmitancje filtru H(e™) otrzymuje si¢ poprzez faktoryzacje spek-

tralna prawej strony wzoru (4.65).

Przyktad

Niech liczba znikajacych momentéw falki bedzie rowna 2. Wéwezas P(y) =

1 + 2y, P(sin? g) =1+ 281n2§ i uwzgledniajac zaleznosci smz‘; =

_ _Llw_ —iw
L S = e T otrzymujemy

_efiw + 4 — eiw
2

P(e) = (4.66)

Wprowadzajac pomocniczg zmienng z = e, otrzymujemy réwnanie

wzgledem z

-1

(—27 ' +4—2)= —ZT (1—4z+ 27, (4.67)
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ktére ma dwa pierwiastki, z; =2 — V312 =2+ 3 = 27t

-1

P(z) = —ZT (2 — 21) (2 — 22) (4.68)
= 2—11 (1—z27Y) (1= 22) (4.69)
= 2—; (1 —227) (1 — 292). (4.70)

Pierwiastek z; = 2—+/3 & 0, 2679 jest mniejszy od 1. Wybierajac rozktad
wielomianu P(z) z pierwiastkiem z;, lezacym wewnatrz okregu jednostko-
wego na plaszczyznie Z, otrzymujemy tzw. filtr minimalnofazowy, ktéry
wprowadza mniejsze przesuniecia fazowe niz filtr odpowiadajacy pier-
wiastkowi zy, lezacemu na zewnatrz okregu jednostkowego. Charaktery-
styki amplitudowe obydwu filtrow sa takie same, natomiast charaktery-
styki fazowe r6znig sie. Latwo sprawdzié, ze 22; = 2 (2—+/3) = (1—v/3)?,

zatem

1

Pe=) = IR = (7=—=) 1=

2—/3) e [1-(2— V3) e“].
(4.71)
Dla wielomianéw o wspotezynnikach rzeczywistych R*(e”™) = R(e™) i

|R(e™™)|? = R(e™™) R*(e™) = R(e™™) R(e™), wigec mozna przyjaé, ze

1

R(e™™) = =

[1—(2—V3)e™] (4.72)

i zgodnie z (4.51)

H(e™) = V2 <1+2€_W>2 1_1\/§ [1—(2—\/§) e ]

1+v3 3+vV3 . 3—-V3 L, 1-V3 ..
n e 4 S P B
W2 a2 1V2 42
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zatem

1
hjo] = V3 0, 48296291 (4.73)

44/2
3+/3

Wl = 33 0, 83651630 (4.74)
44/2

h2] = 3oV 0,22414387 (4.75)
44/2
1—

h3] = V3 _ —0,12940952. (4.76)
44/2

Obliczony wyzej filtr nazywany jest filtrem Daubechies stopnia 2 i ozna-

czany symbolem Dy (indeks 2 oznacza liczbe zer transmitancji filtru dla
czestotliwosci w = ) [31] 3. Filtr jest filtrem ortogonalnym, gdyz spelnia
kryterium >0 _ (h[n])? = 1,320 _  hln] h[n—2] = 0, 32> _, h[n] h[n+2] =
0. Energia filtru koncentruje sie w dwoch poczatkowych wspotezynnikach.

Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami ortogonalnymi o
zwartych no$nikach nie maja wzorow analitycznych pozwalajacych obli-
czac ich wartosci. I. Daubechies podata algorytm nazwany kaskadowym
[5] obliczania z dowolng doktadnoscia przyblizonej wartosci funkcji skalu-
jacej ¢(t) na podstawie filtru dolnoprzepustowego h. Implementacja tego
algorytmu w jezyku MATLAB dla wyprowadzonego wyzej filtru przed-

stawiona jest ponizej.

function [t, phi] = phi_D4(J)

% agorytm kaskadowy obliczania funkcji skalujacej

% funkcja skalujaca ortogonalna Daubechies 2 znikajace momenty
% J - liczba iteracji algorytmu kaskadowego

h(1) = 0.48296291;

3W monografii [27] filtr ten jest oznaczony jako Dy, gdzie indeks 4 oznacza liczbe

wspOlczynnikéow filtru.
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h(2) = 0.83651630;
h(3) = 0.22414387;
h(4) = -0.12940952;
L =4; % szerokosc nosnika funkcji skalujacej

N = (L-1)*%(27J); % dlugosc buforow

phi = zeros(1,N);
phi(1) = 1;

bufor = zeros(1,N);
Nj=L-1;

for j=1:1:17
forn=0:1: Nj-1
sO = 0;
sl = 0;
for k = max(0, n-1) : 1 : n

sO = sO + h(2x(n-k)+1)*phi(k+1);
sl = s1 + h(2*%(n-k)+2)*phi(k+1);
end
bufor(2*xn+1) = s0;
bufor (2*xn+2) = si;
end
phi = bufor;
Nj = 2=*Nj;

end

phi = sqrt(2°J)*phi;
h=2"(-J);

t=0:h: (L-1)-h;

Funkcja skalujaca odpowiadajaca filtrowi Daubechies stopnia 2 (z po-

wyzszego przyktadu), obliczona za pomoca algorytmu kaskadowego, jest
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pokazana na lewym rysunku 4.1. Jej no$nikiem jest przedzial [0, 3].

Rysunek 4.1: Funkcja skalujaca Daubechies 4 (z lewej) i falka Daubechies
4 (z prawej)

Falka obliczona za pomocg réwnania falkowego o postaci

Y(t) = V2 ) (1) B[l —n] (2t — n) (4.77)

n=—2

jest pokazana na prawym rysunku 4.1 *. Jej noénikiem jest przedzial
[—1,2].

W monografiach [5] [12] podano wspétezynniki filtréw ortogonalnych
Daubechies stowarzyszonych z falkami o zwartym nosniku i liczbie zni-

kajacych momentéw od 2 do 10.

4.3 Falki biortogonalne o zwartym nosniku

Filtr cyfrowy w dziedzinie czestotliwosci opisuja dwie charakterystyki:
charakterystyka amplitudowa i charakterystyka fazowa. W zastosowa-

niach, takich jak kompresja sygnatow i obrazéw, dektekcja zboczy sy-

4Falka obliczona wedtug wzoru 9(t) = \@Eizfz(—l)l_" h[1 —n] ¢(2t — n) ma

przeciwny znak.
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gnatéw i krawedzi obrazéw i innych, wazne jest zachowanie fazy prze-
twarzanych sygnatow. Filtry symetryczne, tj. takie, ktérych wspotezyn-
niki spetniaja warunek h[n] = h[2L — n], L € Z, wprowadzaja liniowe
przesunigcie fazowe arg H(e™) = —Lw, a w przypadku gdy filtr jest sy-
metryczny w zerze (L = 0), nie przesuwaja fazy. Wtasciwosci tej nie po-
siadajg filtry ortogonalne o zwartym nos$niku z wyjatkiem filtru Haara,
ktéry jest antysymetryczny wzgledem érodka przedziatu [0, 1], tj. punktu
1/2. Charakterystyka fazowa filtru Haara moze by¢ opisana nastepujaco

. —w/2 jesli 0 < w <
argH(e’“’)—{ w/ jesli 0 < w <,

—w/2+7 jesiT <w < 27

Faza ma nieciggtos¢ w punkcie w = 7, w ktérym charakterystyka am-
plitudowa zeruje sie. Filtry o odcinkami liniowej charakterystyce fazowej
z nieciggltoscia w punktach, gdzie charakterystyka amplitudowa zeruje
sie, zaliczane sa do filtrow o liniowej charakterystyce fazowej. Liniowe
przesuniecie fazowe filtru, tj. czynnik e~ wprowadzany przez filtr do
transformaty Fouriera sygnalu f[n], jest réwnowazne w dziedzinie czasu
przesunieciu sygnalu o L-prébek, czyli odpowiada sygnatowi f[n — L.
Nie jest mozliwe skonstruowanie filtréw symetrycznych o zwartych od-
powiedziach impulsowych ortogonalnych, tj. spetniajacych rownowazne

warunki w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci

> " hn] h[n — 2k] = [k], (4.78)

H*(eiw)H(eiw)+H*<€i(w+w))H(ei(w+w)) = 2, (479)

ale jest mozliwe skonstruowanie par filtrow symetrycznych o zwartych
odpowiedziach impulsowych wzajemnie ortogonalnych, tj. spetniajacych

rownowazne warunki

> " hln] hin — 2k] = d[k], (4.80)
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H*(ei“’) ﬁ(eiw)+H*(ei(w+ﬂ)) [f[(ei(w—i-rr)) - 9 (4.81)

Jak pokazano w poprzednim punkcie, filtr ortogonalny Daubechies h

otrzymuje sie w wyniku faktoryzacji spektralnej réwnania

H*(e™) H(e™) =2 (cos g)% 7’2‘1 (p— ]]{':+k> (sin g)% (4.82)

Pare filtréw biortogonalnych A i h otrzymuje si¢ w wyniku faktoryzacji

spektralnej rownania
q—1
NP —1+k 2k
H*(e) H(e™) =2 (cos—) (q * > (m%) . (4.83)
k=0

gdzie ¢ = (p + p)/2. Przyjeto oznaczenia: p - liczba zer transmitancji
filtru h w punkcie w = m, p - liczba zer transmitancji filtru h w punkcie
w = m Obydwie te liczby muszg by¢ parzyste albo obydwie nieparzyste.
Filtry goérnoprzepustowe, tj. g i g, obliczane sg ze wzoréw wynikajacych
z warunkow doskonatej rekonstrukeji sygnalu w uktadzie filtrow biorto-

gonalnych (rozdziat 2)
G(e™) = ™ H*(e'@rm), (4.84)
G(e®) = e ™ H*(¢“*m), (4.85)
ktore w dziedzinie czasu wyrazaja sie nastepujacymi zaleznosciami
gln] = (1) h[L —n], (4.86)
gln] = (—=1)""" h[1 —n]. (4.87)
Falki stowarzyszone z tymi filtrami obliczane sa ze wzorow

Zg $(2t —n) = (=1)""" h[l—n] ¢(2t —n), (4.88)

n
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G(t) = gl 62t —n) =Y (=)' h[l —n] (2t —n).  (4.89)

Z powyzszych wzoréw wynika, ze liczba znikajacych momentow falki (¢)
jest rowna liczbie zer w punkcie w = 7 transmitancji filtru h, czyli p.
Analogicznie liczba znikajacych momentow falki @Z(t) jest rowna liczbie
zer w punkcie w = 7 transmitancji filtru h, czyli p.

W nastepnym punkcie opisano filtry biortogonalne o zwartych nosni-
kach, takie ze, transmitancja jednego filtru obliczana jest na podstawie

wyrazenia

V2 <COS %)ﬁ, (4.90)

ktére jest wielomianem stopnia p wzgledem €™ i ma p + 1 wspdtezynni-
kow, a transmitancja drugiego filtru jest obliczana na podstawie wyraze-
nia

(p+p)/2-1

V2 (COS%)p ; <(p+ﬁ)/z_1+k) (sin%)Qk, (4.91)

ktore jest wielomianem stopnia 2p+p—2 i ma 2p+p— 1 wspdtczynnikow.
Suma liczby wspotezynnikéw obydwu filtrow jest réwna 2(p+p), a réznica
2(p—1).

4.3.1 Filtry LeGalla i pochodne

W punkcie tym pokazemy sposéb konstrukeji par filtrow biortogonalnych,
w ktoérych jeden z filtrow, oznaczony dalej jako h, ma trzy wspotczynniki
i jest najkrotszym filtrem symetrycznym w zerze. Stowarzyszona z nim
funkcja skalujaca gE(t) jest bazowa funkcja sklejang pierwszego rzedu,
symetryczna w zerze, pokazana na rysunku 4.2 w gérnej lewej czesci.

Funkcja ta jest przesuniety wersja splotu dwoch funkcji bramkowych

0 1 jeslio<t<1,
a’(t) =
0 dla pozostatych ¢.
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1.2

Rysunek 4.2: Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 5/3: lewy
gbérny rysunek - funkcja skalujaca odpowiadajaca filtrowi dolnoprzepusto-
wemu o 3 wspotczynnikach odpowiedzi impulsowej, ktérego transmitan-
cja ma 2 zera w punkcie w = m; prawy gérny rysunek - funkcja skalujaca
odpowiadajaca filtrowi o 5 wspotezynnikach odpowiedzi impulsowej, kto-
rego transmitancja ma 2 zera w punkcie w = 7; lewy dolny rysunek - falka
odpowiadajaca funkcji skalujacej z lewego gérnego rysunku, posiadajaca
2 znikajace momenty; prawy dolny rysunek - falka odpowiadajaca funkcji

skalujacej z gornego prawego rysunku, posiadajaca 2 znikajace momenty

Transformata Fouriera funkcji bramkowej jest

1 ] 1— —iw ) : 2
/ et gp = LT ey SIRW/2) (4.92)
0 iw w/2
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Transformatg splotu dwoch funkeji bramkowych jest

efiw [M} 2, (4'93)

w/2
za$ transformatg przesunietego w lewo o 1 splotu dwéch funkeji bramko-
wych jest

sin(w/2) ] 2
— . 4.94
[ w/2 (4.54)

7 powyzszego wynika, ze transformatg Fouriera wybranej funkcji skalu-
jacej o(t) jest

B(w) = F%%%Qr. (4.95)

Filtr i stowarzyszony z funkcja skalujaca gg(t) mozna obliczy¢ z réwnania

dylatacyjnego

H(e™) = V2 qf)i)((ch)) = V2 (cos£>2. (4.96)

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z réwnaniem (4.83), widaé, ze transmi-
tancja filtru A ma dwa zera w punkcie w = 7, czyli ze p = 2. Zastepujac

cos? ¥ wyrazeniem (e + 2+ e~™) i porzadkujac wyrazy, otrzymujemy

H(e™) = 1 (™ +2+e ™), (4.97)
skad
h[—1] = \/757 h[0] = %@, h1] = ?. (4.98)

Transmitancje filtru A ortogonalnego do filtru A mozna otrzymaé, dzielac

prawa strone réwnania (4.83) przez (4.96)

p/2

H*(e®) =2 (cos %)p Z (p/2k+ k) <sin §>2k (4.99)

k=0
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Prawa strona powyzszego réwnania jest rzeczywista i symetryczna, wiec
H<€iw> — H*(eiw> i

p/2

H(e®) =2 <cos %’)p 3 (p/Qkf k) (sin g)Qk (4.100)
k=0

Najmniejsza mozliwg liczbg zer transmitancji filtru h w punkcie w =

7, oznaczona w rownaniu (4.100) jako p, jest 2. W tym przypadku

H(e™) = V2 COSQ§ (1 + 2sin? g) (4.101)
= g (—e™ +2e™ + 6427 —e ), (4.102)

czyli
A T [ T I R

T
(4.103)
Otrzymalismy pare filtrow biortogonalnych 5/3, nazywanych filtrami Le-
Galla [30], o ktérych byta mowa w rozdziale 3.

Falke 1/;(25) stowarzyszong z funkcja skalujaca gzg(t) oblicza si¢ (zgodnie

z (4.89)) ze wzoru

2

Y(t) =Y (1) h[L—n] (2t —n). (4.104)
n=—2

Funkcje skalujaca ¢(t) odpowiadajaca filtrowi h mozna obliczyé¢ za po-

moca algorytmu kaskadowego. Falke v (t) stowarzyszona z funkcja skalu-

jaca ¢(t) oblicza sie (zgodnie z (4.88)) ze wzoru

1

Y(t) = > (=1)'"" bl —n] (2t — n). (4.105)

n=-—1

Transmitancje obydwu filtrow maja po dwa zera w punkcie w = m, czyli

maja rzad aproksymacji rowny 2 i falki maja po dwa znikajace momenty.
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Gladkoé¢ wedtug Holdera funkeji skalujacej ¢(t) stowarzyszonej z filtrem
ho3 wspotezynnikach réwna jest 1; gladkos$¢ funkeji skalujacej ¢(t) sto-
warzyszonej z filtrem h o 5 wspoétezynnikach réwna jest 0 [30]. Funkcje

skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 5/3 pokazane sg na rysunku 4.2.

Kolejng pare filtréw mozna otrzymac, przyjmujac p = 4. W tym przy-
padku réwnanie (4.100) posiada postaé

H(™) = 2 cos‘*g (1 + 3sin’ g + 6sin g) (4.106)
= E\/Z (e — 6e"™ — 16e"™ + 38¢™) (4.107)
i % (4.108)
+ % (38e™™ — 162 — 6% + 3e™).  (4.109)

W wyniku otrzymuje sie pare filtrow 9/3. Filtr A ma 4 zera w punkcie
w = m; stowarzyszona z z nim falka ¢)(¢) ma 4 znikajace momenty. Filtr
h ma 2 zera w punkcie w = m; stowarzyszona z z nim falka ¥ (t) ma
2 znikajace momenty. Gladkosé wedtug Holdera funkcji skalujacej ¢(t)
stowarzyszonej z filtrem h o 3 wspélezynnikach réwna jest 1; gtadkosé
funkeji skalujacej ¢(t) stowarzyszonej z filtrem h o 9 wspdtczynnikach
réwna jest 0,83. Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 9/3

pokazane sg na rysunku 4.3.

Nastepna dopuszczalng wartoscia p jest 6. W wyniku powstaje para
filtrow 13/3. Wada tego sposobu konstrukeji filtrow biortogonalnych jest
zwigszajaca si¢ znacznie roznica pomiedzy dtugosciami filtrow. W nastep-
nym punkcie opisano sposob konstrukcji filtrow minimalnie réznigcych sie

dtugoscia.
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Rysunek 4.3: Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 9/3: lewy
gbérny rysunek - funkcja skalujaca odpowiadajaca filtrowi dolnoprzepusto-
wemu o 3 wspotczynnikach odpowiedzi impulsowej, ktérego transmitan-
cja ma 2 zera w punkcie w = m; prawy gérny rysunek - funkcja skalujaca
odpowiadajaca filtrowi o 9 wspotezynnikach odpowiedzi impulsowej, kto-
rego transmitancja ma 4 zera w punkcie w = 7; lewy dolny rysunek - falka
odpowiadajaca funkcji skalujacej z lewego gérnego rysunku, posiadajaca
4 znikajace momenty; prawy dolny rysunek - falka odpowiadajaca funkcji

skalujacej z gornego prawego rysunku, posiadajaca 2 znikajace momenty

4.3.2 Filtry biortogonalne minimalnie réznigce sie
dlugosciag

W filtrach opisanych w poprzednim punkcie transmitancja jednego filtru

byta obliczana z wyrazenia

V2 (cos g>p, (4.110)
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a transmitancja drugiego filtru z wyrazenia

V2 (cos C—L))p 0’*%/2_1 (Z%ﬁ - 1+k> (sin E>2k. (4.111)

2 k
k=0

Wielomian )2t
p+p)/2— 5
kzo (]% —kl + k) (sin g)Qk (4.112)
w catosci wchodzit do transmitancji jednego filtru, co dla wiekszych war-
tosci parametru p wprowadzato znaczne roznice w dlugodciach filtrow,
gdyz réznica byta réwna 2(p — 1). W celu zmniejszenia réznicy w dtugo-

Sciach filtrow nalezy wielomian

G921 i g
<2 - ) k) (4.113)

k

k=0

gdzie y = sin? 5, »rozszezepi¢” na dwa wielomiany o zblizonych stop-

niach. Jeden z tych wielomiandéw nalezy przyja¢ jako czynnik w trans-

mitancji jednego filtru, drugi zas jako czynnik w transmitancji drugiego

filtru. Sposob postepowania bedzie pokazany na przykltadzie konstrukeji

filtrow biortogonalnych 9/7.

Niech p =4 i p = 4. Wowczas wielomian podlegajacy rozszczepieniu

ma postac )
> (321‘“) Yt = 20y° + 10y + 4y + 1. (4.114)
k=0

Wielomian ten ma dwa pierwiastki zespolone sprzezone i jeden rzeczywi-

sty
20y° +10y° +4y+1 = (y—a—ib) (y—a+ib) (y—c), (4.115)

gdzie
a=0,07881; b=0,37393; c¢=0,34238.
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Do konstrukcji filtru h mozna wykorzysta¢ czynniki z pierwiastkami ze-

spolonymi
(y—a—ib) (y—a+ib) = y*—2ay +a® + V?, (4.116)

a do konstrukcji filtru h czynnik z pierwiastkiem rzeczywistym (y — ¢).

W konsekwencji transmitancje filtru h tworzy sie z wielomianu
V2 (1 —y)? (v = 2ay + a* + b?), (4.117)
a transmitancje filtru h z wielomianu
V2 (1—9)? (y—o). (4.118)

Uwzgledniajac zaleznosci y = sin2§ 1

= 1(—€™ 4+ 2 — ™), otrzymuje
sie wspoOtezynniki filtréw biortogonalnych 9/7, symetrycznych w zerze,

pokazane w tablicy 4.1.

Tablica 4.1: Wspdlezynniki filtréw 9/7

7] hi[nl] hlln]

0 | 0,852698697 | 0,788485616
1 | 0377402888 | 0,418092273
2 | -0,110624404 | -0,040689418
3 | -0,023849465 | -0,064538882
4 | 0,037828455

Obydwa filtry 9/7 maja taki sam rzad aproksymacji, réwny 4. Glad-
kos¢ wedtug Holdera funkcji skalujacej &(t) stowarzyszonej z filtrem hoT
wspélezynnikach réwna jest 1,70; gtadkos$é funkeji skalujacej ¢(t) stowa-
rzyszonej z filtrem h o 9 wspétezynnikach réwna jest 1,07 [30]. Charak-

terystyczna cechg tych filtrow jest to, ze sa filtrami o prawie ortogonalnej
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odpowiedzi impulsowej, gdyz kresy rozpiecia zwigzanego z funkcja ska-
lujaca stowarzyszona z filtrem o 9 wspétezynnikach rowne sa A = 0,926
i B = 1,065, a kresy rozpiecia zwiazanego z funkcja skalujaca stowarzy-

szong z filtrem o 7 wspotczynnikach rowne sg A = 0,943 1 B = 1,084

15 15
1 1
05 ] 05
0 0
05, -2 0 2 4 0T O 0 1 2 3
2 2

Rysunek 4.4: Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 9/7: lewy
gbérny rysunek - funkcja skalujaca odpowiadajaca filtrowi o 9 wspotezyn-
nikach odpowiedzi impulsowej, ktorego transmitancja ma 4 zera w punk-
cie w = m; prawy gorny rysunek - funkcja skalujgca odpowiadajaca fil-
trowi o 7 wspotczynnikach odpowiedzi impulsowej, ktérego transmitancja
ma 4 zera w punkcie w = m; lewy dolny rysunek - falka odpowiadajaca
funkcji skalujacej z lewego gérnego rysunku, posiadajaca 4 znikajace mo-
menty; prawy dolny rysunek - falka odpowiadajaca funkcji skalujacej z

prawego goérnego rysunku, posiadajaca 4 znikajace momenty
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[30]. Funkcje skalujace i falki stowarzyszone z filtrami 9/7 pokazane sa

na rysunku 4.4.

4.3.3 Zagadnienie wyboru filtrow dekompozycji i re-

konstrukcji

Z falkami biortogonalnymi zwigzane sa dwie rownowazne nieskonczenie-

wymiarowe reprezentacje sygnatu

Z Y < F@)ialr) > Gyt (4.119)

albo
Z Y < FE) () > Walt). (4.120)

j=—o0 n
W praktyce wykorzystuje sie reprezentacje falkowe skonczeniewymia-

rowe. Daja one rézniace sie miedzy soba aproksymacje sygnatu f(t)

Zao ot —n) = ZCLJ[TL] &J,n(t)"i_zzdj[n] Djn(t)

o (4.121)

gdzie
= / ) f(7) yn(T) dr,  diln] = / N F(T) Win(r) dr (4.122)

albo
fO(t) = Zao[n] ¢(t - n) = ZdJ[n] ngn(t) + szj[n] @Z)Jn(t)y
’ ’ o (4.123)

gdzie

= [ 10 b dn il = [ ) dya(r) dr. (412
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Wspblezynniki wystepujace w rozwinieciu (4.121)

{as[n}, {ds[nl} {dsanl}, - . {da[n]} (4.125)

i wspoétezynniki wystepujace w rozwinieciu (4.123)

{as[n]}, {dsln]}, {dsalnl}, - {di[n]} (4.126)

sg obliczane za pomocg szybkich biortogonalnych przeksztatcen falko-
wych z wykorzystaniem splotéw liczbowych, ale zachowuja wartosci okre-
slone wzorami (4.122) i (4.124). Uwzgledniajac te wzory i wtasnosci funk-
cji skalujacych i falek stowarzyszonych z wybranymi do konkretnej repre-
zentacji falkowej filtrami, mozna dokona¢ wyboru filtrow dekompozycji i
rekonstrukeji, kierujac si¢ okreslonymi kryteriami. Sposoby wyboru beda
pokazane na konkretnych przyktadach filtréw biortogonalnych.

Przyklad 1

Niech filtrami wybranymi do reprezentacji falkowej beda filtry 5/3. Funk-
cje skalujace i falki stowarzyszone z tymi filtrami pokazane sg na rysunku
4.2. Jezeli reprezentacja falkowa ma stuzy¢ kompresji sygnatu, to wska-
zane jest obliczanie wspétczynnikéw falkowych za pomoca falki, ktéra ma
wiecej znikajacych momentéw, gdyz taka falka wprowadza mniej wspol-
czynnikow znaczacych, tzn. wigkszych co do modutu od pewnego przy-
jetego progu, poczawszy od ktorego wspotezynniki falkowe sg kodowane.
W przypadku filtrow 5/3 obydwie stowarzyszone z nimi falki maja tyle
samo (dwa) znikajacych momentéw. Tak wiec kryterium w postaci liczb
znikajacych momentow falek nie dostarcza w tym przypadku przesta-
nek co do wyboru falki dekompozycji i falki rekonstrukcji. Analizujac
ksztalt obydwu falek, tatwo zauwazy¢, ze falka stowarzyszona z funk-
cja skalujaca, odpowiadajaca filtrowi o 3 wspoétezynnikach odpowiedzi
impulsowej, jest gtadsza (wyktadnik Héldera rowny 1) od falki odpowia-

dajacej filtrowi o 5 wspotezynnikach odpowiedzi impulsowej (wyktadnik
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Holdera réwny 0). Jezeli chcemy otrzymaé gladszy sygnal, to do rekon-
strukeji powinnidmy uzy¢ gltadszej falki, gdyz sygnal rekonstruowany jest
kombinacja liniowa (suma wazona) falek, a wspoétezynniki falkowe sg ilo-
czynami skalarnymi sygnatu i falki. Falka wystepujaca w tych iloczynach
jest usredniana poprzez catkowanie i tym samym wplyw oscylacji falki
na reprezentacje falkowa sygnalu jest mniejszy, jesli mniej gtadka falka
wystepuje jako falka dekompozycji niz jako falka rekonstrukcji. Dlatego
w tym przypadku wybor filtrow powinien by¢ nastepujacy: filtrem dol-
noprzepustowym dekompozycji powinien by¢ filtr o 5 wspoétczynnikach
odpowiedzi impulsowej, a filtrem dolnoprzepustowym rekonstrukcji po-

winien by¢ filtr o 3 wspoétczynnikach odpowiedzi impulsowe;.

Przyklad 2

Niech filtrami wybranymi do reprezentacji falkowej beda filtry 9/3. Funk-
cje skalujace i falki stowarzyszone z tymi filtrami pokazane sg na rysunku
4.3. Falka zwigzana z filtrem o 9 wspotczynnikach odpowiedzi impulsowej
ma 4 znikajace momenty i gtadko$¢ wg Holdera rowng 0, 83. Falka zwia-
zana z filtrem o 3 wspoétezynnikach odpowiedzi impulsowej ma 2 znikajace
momenty i gtadkos¢ wg Holdera réwna 1. Mimo niewielkiej réznicy w war-
tosciach wyktadnika Holdera z wynikow eksperymentow obliczeniowych
dotyczacych kompresji obrazu Lena podanych w [1] wynika, ze nawet ta
niewielka réznica w gtadkosci falek ma wiekszy wptyw na wspoétczynnik
kompresji i znieksztatcenia kompresji niz liczba znikajacych momentow.
Przemawia to za wyborem filtru o 9 wspotezynnikach jako filtru dekom-

pozycji i filtru o 3 wspotezynnikach jako filtru rekonstruke;ji.

Przyklad 3

Niech filtrami wybranymi do reprezentacji falkowej beda filtry 9/7. Funk-

cje skalujace i falki stowarzyszone z tymi filtrami pokazane sg na rysunku
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4.4. Obydwie falki maja po 4 znikajace momenty. Falka zwiazana z filtrem
0 9 wspdélezynnikach ma gltadkosé wg Holdera rowng 1,07, a falka zwig-
zana z filtrem o 7 wspotezynnikach gtadkos$é réwnag 1, 70. Dosé znaczna
roznica w warto$ciach wyktadnika Hoéldera, a takze wyniki eksperymen-
téw kompresji obrazéw podane w [1] przemawiaja za wyborem filtru o
9 wspotezynnikach jako filtru dekompozycji i filtru o 7 wspotezynnikach
jako filtru rekonstrukeji.

Podsumowujac, w oparciu o wnioski zawarte w [1] mozna sformu-
towaé nastepujace wytyczne dotyczace wyboru falek biortogonalnych w

kompresji sygnatow i obrazow:

e jesli obydwie falki maja te samag liczbe znikajacych momentéw, to
falka o wiekszym wyktadniku Hoéldera powinna by¢ falka rekon-
strukcji, a falka o mniejszym wyktadniku Héldera powinna by¢ falka

dekompozycji;

e zwickszenie gltadkodci falki rekonstrukeji kosztem zmniejszenia liczby
znikajacych momentow falki dekompozycji moze polepszy¢ jakosé

kompresji;

e w przypadku falek o zblizonych gtadkosciach i roznych liczbach zni-
kajacych momentéw falka dekompozycji powinna by¢ falka o wiek-
szej liczbie znikajacych momentow, a falkg rekonstrukeji falka o

mniejszej liczbie znikajacych momentow.

4.4 Falki jako pochodne funkcji Gaussa

Unikalne wtasciwosci funkeji Gaussa powoduja, ze funkcja ta moze shuzy¢

do tworzenia falek. Funkcja Gaussa o odchyleniu standardowym réwnym
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1 jest zdefiniowana nastepujaco

g(t) =c exp ( - g), (4.127)

gdzie stala ¢ dobierana jest tak, aby funkcja miata okreslong wtasnosé.

Jesli ma spetnia¢ warunek

/joo ¢ exp ( _ g) dt =1, (4.128)

o0

to stata ¢ musi by¢ réwna \/%7, gdyz

/joo exp ( - g) dt = /2. (4.129)

[e.9]

Dalej przyjeto, ze funkcja Gaussa bedzie spetniaé powyzszy warunek,

wiec

- ﬁ) (4.130)

Pochodne funkcji Gaussa mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru zawierajacego

tzw. wielomiany Hermite’a® H,(t), ktore sg rozwigzaniami réwnania

42
d”e t 2

= ()" H(t) e

(4.131)

Kilka pierwszych wielomianéw Hermite’a pokazano w tablicy 4.2.

Zastepujac w réwnaniu (4.131) ¢ przez t/+/2, otrzymujemy

2”/2% exp (—%) = (—=1)" Ha(t/V2) exp (—%) (4.132)
skad
ddigt) = (=1)" 272 H,(t/V2) g(t). (4.133)

5Nazwa wielomianéw pochodzi od nazwiska francuskiego matematyka Charlesa
Hermite’a (1822-1901).
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Tablica 4.2: Wielomiany Hermite’a

12 — 48t% + 16t*
—120 + 720t% — 480t* + 64¢°

n || Wielomian Hermite’a H,(t)
12t

2 || =2+ 417

3| —12t + 8¢t?

4

5

Na podstawie réwnania (4.133) i tablicy 4.2 otrzymujemy pierwsza po-
chodna funkcji Gaussa

di—it) =—tg(t) = —\/%—ﬁ t exp ( - %) (4.134)

Druga pochodna funkcji Gaussa ma postac
dg(t) 1
a2 \ 27

Funkcja Gaussa i jej pochodne maja nieskonczone nosniki, ale za-

(2 — 1) exp ( - g) (4.135)

rowno sama funkcja, jak i jej pochodne zanikaja bardzo szybko. Pochodne
funkcji Gaussa maja charakter oscylacyjny i moga by¢ wykorzystane jako
falki. Liczba miejsc zerowych pochodnej funkcji Gaussa jest réwna stop-
niowi pochodnej. Pochodne parzystego stopnia sg parzyste, pochodne
nieparzystego stopnia sg nieparzyste.

Wyjatkowa cechg funkcji Gaussa jest to, ze jej transformata Fouriera
jest réwniez funkcja Gaussa ©

w2

o)} = o= exp (= ). (4.136)

6Inng interesujaca w kontekscie przetwarzania sygnatéw wlasnoécig funkeji Gaussa
2

jest lim,_,q ﬁe_zt? = §(t), czyli ze funkcja Gaussa moze stuzyé¢ do zdefiniowania

dystrybucji Diraca (delty Diraca).
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Transformata Fouriera n-tej pochodnej funkcji Gaussa ma postaé

9{%9} — (—iw)"F{g(t)} =

L (i) exp (). (@137
— (—ww)" exp | ——). (4.
N P
Z powyzszego wynika, ze transformatg Fouriera pierwszej pochodnej funk-

cji Gaussa jest

AU - Lwe(-S) e

a transformata drugiej pochodnej jest
2

f{diigt)} = —\/% w? exp ( — %) (4.139)

Transformaty Fouriera funkcji Gaussa i jej pochodnych, podobnie jak

samych funkcji, zanikajg bardzo szybko.
Druga pochodna funkcji Gaussa, znormalizowana w przestrzeni L?(R)
w taki sposob, ze norma jest réwna 1, znana jest w literaturze jako falka

o nazwie kapelusz meksykanski (ang. mezican hat)

W(t) = % VA (2~ 1) exp ( - %) (4.140)

Jej transformata Fouriera ma postaé

V8 /A ) w?
S en(-)

w” exp

(4.141)

Pierwsza pochodna funkcji Gaussa i modut jej transformaty Fouriera
pokazane sa na rysunku 4.5. Falka kapelusz meksykanski i modut jej
transformaty Fouriera pokazane sa na rysunku 4.6.

7 przedstawionych rysunkow wynika, ze funkcje te mozna interpreto-
wac jako odpowiedzi impulsowe filtrow pasmowych. Maksymalna wartosé
modutu transmitancji filtru w postaci pierwszej pochodnej funkeji Gaussa

jest w punkcie w = 1; maksymalna wartos¢ modutu transmitancji filtru
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Rysunek 4.5: Falka w postaci pierwszej pochodnej funkcji Gaussa (z le-

wej) 1 modut jej transformaty Fouriera (z prawej)

Rysunek 4.6: Falka kapelusz meksykaniski (z lewej) i modut jej transfor-

maty Fouriera (z prawej)

w postaci falki kapelusz meksykanski znajduje sie w punkcie w = /2.

Szerokos¢ pasma przepuszczania obydwu filtrow jest taka sama.

Falki w postaci pochodnych funkcji Gaussa wykorzystywane sa do

detekcji zboczy sygnatow i krawedzi obrazéw.
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4.5 Falki w postaci funkcji sklejanych

Funkcje wymienione w tytule tego punktu w jezyku angielskim nazywaja
sie splines. W jezyku polskim spotyka sie rozne nazwy: funkcje sklejane,
funkcje giete’, splajny.

W definicji funkeji sklejanej zaktada sie, ze na przedziale [k, k + 1],
k € 7Z funkcje opisuje wielomian stopnia co najwyzej n i najwyzszy sto-
pien wielomianu okresla rzad funkcji sklejanej. Do okreslenia wielomianu
stopnia n potrzeba n + 1 wspotezynnikéw liczbowych. W odniesieniu do
funkcji sklejanych stopnia n zaktada sie, ze sa one cigglte w weztach i
maja ciggte pochodne az do stopnia n — 1. Wymodg ciggtosci funkceji i
jej n — 1 pochodnych w weztach powoduje, ze pozostaje tylko jeden sto-
piefi swobody na kazdy segment [k, k + 1], k € Z, a nie n + 1, jakby
to wynikato z liczby wspotezynnikéw opisujacych wielomian stopnia n.
Zbiér wszystkich funkcji sklejanych spetiajacych powyzsze warunki be-

dzie oznaczany S™(Z).

4.5.1 Bazowe funkcje sklejane

Punktem wyjscia do zdefiniowania funkcji sklejanych jest bazowa (przy-

czynowa) funkcja sklejana zerowego rzedu

| dla0<t<l1
a“(t):{ U= (4.142)

0 dla pozostatych t,

ktora jest réwniez nazywana funkcjg bramkowq. Dla n > 0 bazowa (przy-
czynowa) funkcja sklejana rzedu n jest okreslona rekurencyjnie jako splot
bazowej funkcji sklejanej rzedu n — 1 z bazowa funkcjg sklejang rzedu ze-
rowego, tj.

a"(t) = o™t xal(t). (4.143)

"W monografii [32] uzyto terminu funkcje giete.
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Ponizej wymienione sg podstawowe wtasnosci bazowych funkcji skleja-
nych [32]:

a"(t) > 0 dla te(0,n+1), (4.144)

supp a"(t) = [0,n+ 1], (4.145)
dart—k) = 1, (4.146)
a"((n€+ 1)/2—t) = a"((n+1)/2+¢t) dla teR, (4.147)
% Q") = a(t) — o (t - 1), (4.148)

gdzie supp oznacza nosnik funkcji. Wazna wtasnoscia bazowych funkeji
sklejanych rzedu n jest to, ze kazda funkcje f(t) nalezaca do S™(Z) mozna
jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacje liniows translacji catkowito-
liczbowych bazowej funkcji sklejanej n-tego rzedu [32]
Ft)=> " alk] a(t — k). (4.149)
kEZ
Dla kazdego t € R w powyzszej sumie mamy co najwyzej (n + 1) nieze-
rowych sktadnikéw. Dowodzi sie, ze zbior translacji catkowitoliczbowych
bazowej funkcji sklejanej rzedu n {a”(t — k) }rez jest ciagiem Riesza w
L?(R), a przestrzenie S"(2Z) (L?(R), gdzie odlegtoi¢ migdzy weztami
wynosi 2/, j € Z, sa podprzestrzeniami domknigtymi przestrzeni L?(RR)
32].
Zdefiniowane wyzej bazowe funkcje sklejane sg funkcjami przyczyno-
wymi i sa symetryczne wzgledem prostej t = (n + 1)/2. W obliczeniach
wygodnie jest uzywacé bazowych funkcji sklejanych symetrycznych w ze-

rze. Beda one oznaczane symbolem ("(t) i zdefiniowane jako
g (t) =a"(t+ (n+1)/2). (4.150)

Transformate Fouriera bazowej funkcji sklejanej 8" (t) wyraza wzor:

T (4.151)

B - |
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Najczedciej bedzie wykorzystywana bazowa funkcja sklejana rzedu 3,
ktora dalej bedzie nazywana kubiczng bazows funkcja sklejana i ozna-
czana

B(t) = a3t +2). (4.152)

Opis analityczny bazowej kubicznej funkcji sklejanej zawiera tablica 4.3.

Tablica 4.3: Wielomiany opisujace bazowa kubiczng funkcje sklejang
B(t)

Przedzial || 33(¢)
t<-=21]0
—2<t<—1| (t+2)3/6
—-1<t<0|| —-t3/2—1*+2/3
0<t<l1|#/2—t2+2/3
1<t<2| (2-1)3/6
t>210

Bazowa kubiczna funkcja sklejana ma zwarty nosnik i dobrg lokaliza-

cje w dziedzinie czestotliwosci, co ilustruje rysunek 4.7.

4.5.2 Falki w postaci kubicznych funkcji sklejanych

Roéwnanie falkowe wyraza falke rozszerzong dwukrotnie za pomoca kom-

binacji liniowej translacji catkowitoliczbowych funkeji skalujacej ¢(t)
1 t
— (=) = k] ot — k), 4153
75 ¢(3) Dtk ot =) (4.153)

gdzie g[n] sa wspodlczynnikami odpowiedzi impulsowej filtru gérnoprze-

pustowego stowarzyszonego z falka [12]. Przyjmujac, ze translancje catko-
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Rysunek 4.7: Bazowa kubiczna funkcja sklejana 3°(t) (z lewej) i modut

jej transformaty Fouriera (z prawej)

witoliczbowe funkcji skalujacej {@(t — k) }rez tworza baze podprzestrzeni
zwiazanej ze skala s = 1, lewa strone réwnania (4.153) mozna trakto-
wac jako definicje falki w skali s = 2. W dalszym ciagu falka ta bedzie
oznaczana symbolem 5(t).

Zgodnie z wlasnoscia (4.148) pochodna bazowej funkcji sklejanej jest
kombinacja liniowg translacji bazowych funkcji sklejanych nizszego rzedu.
Ponizej pokazano, jak wykorzystujac te wlasnosé¢, skonstruowac najprost-

sze falki kubiczne.

Falka kubiczna w postaci pierwszej pochodnej bazowej funkcji

sklejanej rzedu czwartego

Najprostsza falka kubiczng jest pierwsza pochodna bazowej funkcji skle-

janej czwartego rzedu

Yo(t) = %w(%) - —%%54@). (4.154)

Uwzgledniajac (4.148) i (4.150), otrzymujemy

3(t) + =S B2t —1). (4.155)

1/)2(t) = - \/5

Sl
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Nosnikiem falki 15(t) jest przedziatl [—2, 3]. Falka matka
) = V2 a20) = —F@0) + B —1)  (1156)

jest pokazana jest na rysunku 4.8.

Rysunek 4.8: Falka kubiczna w postaci pierwszej pochodnej bazowej funk-

cji sklejanej czwartego rzedu

Poréwnujac rysunki 4.8 i 4.5, tatwo zauwazy¢ podobienstwo (z do-
ktadnoscia do znaku) falki kubicznej, bedacej pierwsza pochodna bazo-
wej funkcji sklejanej rzedu czwartego, z falka bedaca pierwsza pochodna
funkcji Gaussa.

Wspbtezynniki filtru g[n] w réwnaniu (4.153) dla falki 1)9(t) sa réwne

1 1
0] = ——+, 1] =— 4.157
g[0] 7 g[1] 7 (4.157)
i zestawione zostatly w tablicy 4.4.
Transmitacja tego filtru ma postac
G(e®) = —v/2 ie"™/? sin % (4.158)

co oznacza, ze filtr wprowadza przesuniecie fazowe —w /2.
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Tablica 4.4: Wspoétezynniki filtru g odpowiadajacego falce kubicznej w

postaci pierwszej pochodnej bazowej funkcji sklejanej rzedu 4

n 0 1
gl | % | &

Falka kubiczna w postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji

sklejanej pigtego rzedu
Inng falka w postaci kubicznej funkcji sklejanej jest falka bedaca druga
pochodng bazowej funkcji sklejanej pigtego rzedu

wl) = - 0(3) = s L0 419

Uwzgledniajac (4.148) 1 (4.150), otrzyrnujemy

3 1 3
(D) = 5o A1) =55 A0+ 5

Nosnikiem falki 1)5(t) jest przedziat [—3, 3]. Falka matka

Bt —1). (4.160)

V(D) = VI U 2) = 5 B4 1) = B0+ P2 -1) (4161)

pokazana jest na rysynku 4.9.
Poréwnujac rysunki 4.9 i 4.6, tatwo zauwazy¢ podobienstwo falki ku-
bicznej,bedacej druga pochodna bazowej funkcji sklejanej rzedu piatego
z falka kapelusz meksykansksi.
Wspblezynniki filtru g[n] w réwnaniu (4.153) dla falki 19(t) sa réwne
sl = 0= =

i zestawione zostaty w tablicy 4.5.

(4.162)

Filtr ma symetryczng w zerze odpowiedz impulsowa i tym samym nie

przesuwa fazy filtrowanego sygnatu.
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Rysunek 4.9: Falka kubiczna w postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji
sklejanej piagtego rzedu

Tablica 4.5: Wspoétezynniki filtru g odpowiadajacego falce kubicznej w

postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji sklejanej rzedu 5

|’i —

|H

g[n]

S
ol-|
S




5 Ciagta transformata falkowa

Ciagta transformata falkowa jest efektywnym narzedziem analizy sygna-
tow, w szczegdlnosci analizy sygnalow niestacjonarnych, lokalizowania
gwalttownych zmian sygnatu i charakteryzowania osobliwosci sygnatow.
Znajduje zastosowanie w analizie sygnaléw biomedycznych, w redukcji
szumoéw, w analizie fraktalnej, w detekcji i lokalizacji uszkodzen materia-
towych.

Z definicji ciagla transformata falkowa sygnatu f(7) i falki (1) w
punkcie 7 = ¢ i w skali s jest iloczynem skalarnym sygnatu i falki [12]:

+o0

Wf(t,s) =< f(1), s(1)>= f(7) ¢ s(7) dr, (5.1)

gdzie

bio(1) = % ¢(T;t) dr. (5.2)

Ciagtla transformate falkowa mozna takze wyrazi¢ za pomoca splotu sy-

gnahu i falki rewersyjnej ¢ (7):
Wf(t,s) = fx(t), (5.3)

gdzie
B == v(F). (5.4)

Ciagla transformata falkowa funkcji jednej zmiennej jest funkcja dwoch

zmiennych: czasu i skali. Pomimo cigglego charakteru moze by¢ obliczana
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tylko numerycznie i wymaga duzych naktadow obliczeniowych. Dlatego
istnieje zainteresowanie szybkimi metodami obliczania ciagtej transfor-
maty falkowej, ktore za cene pewnych ograniczen, na przyktad wyboru
okreslonych skal i postaci falek, redukuja ztozonos¢ obliczeniowa do li-
niowej. Przyktadem takiego algorytmu jest nazywany z francuskiego al-
gorithme a trous dla skal diadycznych, tj. bedacych wielokrotnosciami
27,5 =1,2,3,...,np. 2,4,8,16,... [12] [8]. Skala diadyczna mocno ,roz-
rzedza” sie dla wiekszych skal i to ogranicza zastosowania algorytmu a
trous. Algorytm a trous jest opisany w punkcie 5.1.1 tego rozdziatu.

Zagesci¢ skale do skal parzystych mozna poprzez wykorzystanie fa-
lek skonstruowanych w postaci funkcji sklejanych. Algorytm obliczania
ciggtej transformaty falkowej w skalach parzystych z wykorzystaniem fa-
lek w postaci kubicznych funkcji sklejanych i z interpolacja sygnatu za
pomoca kubicznych funkcji sklejanych przedstawiony jest w punkcie 5.2
tego rozdziatu.

W ostatnim punkcie opisano zastosowanie szybkiego dyskretnego prze-

ksztalcenia Fouriera do obliczania ciggtej transformaty falkowej.

5.1 Diadyczne przeksztalcenie falkowe

Diadyczna transformata falkowa jest zbiorem funkcji jednej zmiennej

{W f;(t)}jez, zdefiniowanych nastepujaco

Wit = [ V%W;) dr. (5.5)

Funkcja W f;(t) jest iloczynem skalarnym sygnatu f(¢) i falki przeskalo-

wanej do skali s; = 27, j € Z 1 przesunigtej o ¢ na osi czasu ¢y 9 (1) =
V27 ().

Dyskretna diadyczna transformata falkowa obliczana jest dla chwil
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czasowych t,, =nT, n € Z, T > 0 - krok dyskretyzacji.

+oo 1 T—t
whin = [ "0 v (T5) i (5.6)
O$ czasu t jest dyskretyzowana liniowo z takim samym krokiem dla
wszystkich skal. O$ skali dyskretyzowana jest diadycznie, tj. s; = 27,
J € 2.

Istotna cechg dyskretnego diadycznego przeksztalcenia falkowego jest

istnienie szybkiego algorytmu a trous obliczania transformaty [8] [24] [12].

5.1.1 Szybkie diadyczne przeksztatcenie falkowe

Szybki algorytm dotyczy falek 1 (t) spelniajacych réwnanie falkowe, dla
ktérych jest okreslona funkcja skalujaca ¢(t) spetlniajaca réwnanie dy-
latacyjne. Jezeli filtry h[n] i g[n] wystepujace w réwnaniach falkowym i
dylatacyjnym nie sg filtrami ortogonalnymi, to do rekonstrucji sygnatu
potrzebna jest dodatkowa para filtréw B[n] i g[n], biortogonalnych do
filtrow h[n] i g[n).

Wstepnie nalezy okreslié prostokat [tmin, tmaz] X [Smins Smaz), W Kt6-
rym bedg obliczane wartosci transformaty falkowej. Standardowo sg uzy-
wane dwa prostokaty: [0, N — 1] X [2, Syaz] albo [0, 1) X [Siin, 1], gdzie
N = 27. W przypadku prostokata [0, N —1] X [2, Spae] Wartosci transfor-
maty falkowej obliczane sa w punktach (n,2),n =0,1,...,N—1,dlaj =
1,2,...,J, gdzie J = logy, N. W przypadku prostokata [0, 1) X [Spin, 1]
wartodci transformaty falkowej obliczane sa w punktach (n/N,27), n =
0,1,....N—=1,dlaj = —(J —1),—(J — 2),...,0. W dalszym ciagu
ograniczymy sie do prostokata [0, N — 1] X [2, $,.42] na plaszczyznie

czas-czestotliwosc.
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Algorytm umozliwia obliczanie wspotczynnikow

G = [ e \/% w(T;j”> dr (5.7)
= < f(7), Yu(r—n) > (5.8)
= fxta(n) (5.9)
aj[n] = _(NJKT);%§(¢<T;;H) dr (5.10)
= < f(7), ¢u(T—n) > (5.11)

= [x0ou(n) (5.12)
dla j € Z, 5 > 0, n € Z, ktére stanowia dyskretng diadyczna reprezenta-
cje falkowa sygnatu f(¢).

Zastosowanie algorytmu a trous do obliczenia transformaty falkowej
wymaga znajomosci reprezentacji cyfrowej sygnatu f(t) w najmniejszej
skali, tj. skali s = 20 = 1. Reprezentacja ta sa wspotczynniki rzutu sy-
gnalu f(t) na podprzestrzen rozpieta przez translacje catkowitoliczbowe

funkcji skalujacej {o(t — n) bnez, tj.
“+oo

ap[n] = f(r) ¢(r—n) dr =< f(7), o(r—n) > = fx¢(n), neL.
- (5.13)

Ciag ag[n] stanowi dane wejsciowe dla algorytmu a trous.

Algorithme a trous

W algorytmie wykorzystuje si¢ filtry z ,dziurami”, tj. filtry h;, g;, ﬁj,
gj, j > 0, ktére powstaja z filtrow h, g,fl, g w wyniku wstawienia pomie-
dzy kazdg pare wspotczynnikéw zer w liczbie 27 — 1. Wspdtezynniki na
przyktad filtru h;[n| mozna zapisa¢ nastepujaco
] = { h[k] Jesll n= Q{k
0 jesli n # 27k.
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Transformata Fouriera filtru h; moze by¢ wyrazona za pomocg transfor-

maty Fouriera filtru h

Hj(e™) = ) hjln] e7™" (5.14)
= > h[k] e (5.15)
= H(?Y). (5.16)

Analogiczne zaleznosci dotyczg pozostatych filtrow.

Twierdzenie 5.1.1 Dia j >0

dyaln] = a4 +5;10), (517
aj[n] = a; * hyln] (5.18)
lin) = 5@y B[] + % 5[] (5.19)

Dowéd réwnania (5.17)
Ciag dji1[n], 5 > 0 jest, zgodnie z (5.9), wynikiem prébkowania
sygnatu f  tg;41(t). Transformata Fouriera sygnalu f * g11(t) jest

F(w) W3, (w), wiec transformata Fouriera ciagu dj1[n] jest !

Dji(e%) = Flw+ k2m) Uy (w + k2). (5.20)

kEZ

Na podstawie réwnania falkowego w dziedzinie czestotliwosci

U(w) = V271 G(e™/?) d(w/2), (5.21)

'Dowodyzi sig, ze jezeli sygnal dyskretny f[n] jest wynikiem prébkowania sygnatu
czasu ciaglego f(t), tzn. f[n] = f(nT), T > 0, to transformata Fouriera sygnalu
dyskretnego f[n] jest réwna F(e™) = 37> F(w + k21/T), gdzie F(w) jest trans-

formata Fouriera sygnatu f(¢) [15], [12].
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zastepujac w przez 2771w, otrzymujemy
U2+ W) = V2T G(e7) O(2w). (5.22)

Mnozgc obie strony powyzszego rownania przez v 2/t otrzymujemy row-
nanie

Wyi1 (W) = G(eZ) By (w). (5.23)
Wstawiajac prawa strone powyzszego réwnania do rownania (5.20), otrzy-
mujemy
Dji(e™) =Y Flw+ k2m) G (e @) &3 (w + k2m).  (5.24)
keZ

Transmitancja filtru cyfrowego G(e™), jako transformata Fouriera sy-
gnatu czasu dyskretnego, jest funkcjg okresows zmiennej w o okresie
27. Uwzgledniajac okresowosé G(e™), mozna wylaczy¢ czynnik G*(em“)

przed znak sumowania
Djpa(e™) = G*(e?%) > F(w+ k2r) &y (w + k2m). (5.25)

keZ

G(e?) = G;(e™), a Y oper Fw + k2m) & (w + k2m) jest transformata

Fouriera ciagu a;[n], zatem otrzymujemy
Dya(e) = A;(e¥) Gi(e™), (5.26)
co dowodzi stusznosci wzoru (5.17).
Dowéd réwnania (5.18)
Dowdd tego réwnania jest analogiczny do dowodu réwnania (5.17), z

tg roéznica, ze zamiast réwnania falkowego nalezy skorzysta¢ z rownania

dylatacyjnego, ktére w dziedzinie czestotliwosci ma postac

®(w) = V21 H(e“/?) d(w/2). (5.27)
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Dowéd réwnania (5.19)

Transformata Fouriera prawej strony rownania (5.19) ma postaé

5 [A5a(e) F(e) + Dyn(e) Gy(e®) | (5.28)

Powyzsze wyrazenie mozna przeksztalci¢ do postaci

% A () [ Hy (™) Hy(e™) + Gj(e™) Gy(e) . (5.29)

Uktad filtréw h, g, iz, g powinien spelnia¢ warunek doskonatej rekon-

strukeji sygnatu [19]
H () Hj(e) + Gy(e) Gyle) =2, (5.30)
co zapewnia rownosé lewej i prawej strony réwnania (5.19).

Na rysunku 5.1 pokazany jest uktad filtrow dekompozycji diadycznej

sygnatu.
a — a — aj_1 [-— a
° ho [—T— - e e
9o 91 971
dl d2 dJ

Rysunek 5.1: Bank filtréw dekompozycji sygnatu algorytmu a trous

Zakladajac, ze liczba wspotezynnikéw filtru h wynosi L, a liczba
wspotezynnikéw filtru g, Ly, obliczenie jednego wspétezynnika d;iq[n] i
jednego wspélczynnika a;iq[n] wymaga Ly + L; mnozen i dodawan, nie-

zaleznie od skali (wstawianie zer do filtréw h; i g; nie zwicksza liczby
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mnozen ani dodawan). Obliczenie wszystkich wspolezynnikéw dla jednej
skali przy dlugosci sygnatu N wymaga (Lj + Lz)N mnozen i dodawan.
Liczba mozliwych skal wynosi log, N, wobec czego petna dekompozycja
diadyczna sygnatu wymaga (Lj; + Lg)N log, N mnozen i dodawan. W
analogiczny sposob mozna pokazaé, ze liczba mnozen i dodawan przy re-
konstrukeji sygnatu wynosi (L;, + Lg) N log, N, gdzie Lj i L odpowiednio
dtugosci filtrow h i .

Reprezentacja sygnatu w postaci dyskretnej diadycznej transformaty
falkowej jest reprezentacjg redundancyjng. Jezeli transformowany sygnatl
ma dlugos¢ N prébek, to transformata moze liczy¢ N log, N wspot-
czynnikéw falkowych i N wspétezynnikow sygnatu zgrubnego (wygla-

dzonego).

5.1.2 Detekcja zboczy sygnatow

Ciggtla transformata falkowa jest efektywnym narzedziem wspomagaja-
cym detekcje i lokalizacje zboczy sygnatu. Zbocze sygnatu jest miejcem,
w ktorym sygnal zmienia gwattownie warto$¢. W miejscach takich mo-
dut pochodnej sygnatu osigga duze wartosci i lokalizujac takie miejsca,
znajduje sie potozenie zboczy sygnatu. Jednakze obliczanie pochodnej
sygnatu, w szczeg6lnosci sygnatu czasu dyskretnego, moze by¢ zagad-
nieniem zle uwarunowanym i prowadzi¢ do btednych wynikéw. Pomocne
w uniknieciu trudnosci obliczeniowych moze by¢ wstepne wygladzenie
sygnatu i zrozniczkowanie sygnatu wygtadzonego. Wygtadzenie sygnatu
polega na usrednianiu wagowym jednorodnym sygnatu f(t) za pomoca
funkcji wygltadzajacej (wagowej) 0(t) speliajacej warunek

/ o dr £ 0 (5.31)

—00
i 0 no$niku duzo mniejszym niz przedzial, w ktérym rozpatrywany jest

sygnal f(¢). Symbolicznie operacje wygltadzania sygnalu mozna zapisaé
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nastepujaco
“+oo

) = f(r) 6(r —1t) dr. (5.32)

Celowe moze by¢ wygladzenie sygnatu przeskalowang funkcjg wygtadza-

jaca 0,(t)

1t
0u(t) = = 0<§>, 5> 0 (5.33)

1 wowczas ~ i
fs(t) = } f(r) Os( —t) dr. (5.34)

Zboczom w sygnale f(t) odpowiadaja punkty przegiecia w sygnale wy-
gladzonym f (t). Pierwsza pochodna sygnatlu wygtadzonego przyjmuje
ekstrema lokalne w punktach przegiecia. Lokalizujac ekstrema, znajduje
sie potozenia zboczy.

Pierwsza pochodng sygnatu wygtadzonego przeskalowang funkcjg wy-

gladzajaca mozna zapisa¢ nastepujaco

d -~ d +o00
iy = ey -0 (5.35)
+<>o T —
_ th flr )7 ( t) dr (5.36)
1 +°° T—1
-/ f()\/g (V=) ar (5.37)
- ! _+°O f(7) 6. (7 — 1) dr. (5.38)
gdzie 0 (t) = L0(t), 0.(t) = \/Lg 6'(t/s).
Definiujac przeskalowana falke ()
Us(t) = —0.(t) (5.39)

otrzymujemy na podstawie (5.38) réwnanie

—+00

d -
s L f@0 = [ 5@ e ar (540
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ktorego prawa strong jest ciagla transformata falkowa Wi f(t, s) sygnatu
f(t) wskali s z falka ¢(t)

d

b(t) = = 6(t), (5.41)

co mozna zapisa¢ symbolicznie nastepujaco

| =

s — f(t) = Wif(t,s). (5.42)

=8

t

Ostatnia réwnos$¢ oznacza, ze zbocza sygnatu f(¢) mozna lokalizowad,
okreslajac potozenie ekstreméw lokalnych cigglej transformaty falkowej
sygnatu. Indeks | oznacza, ze falkg jest pierwsza pochodna funkcji wygta-
dzajacej. W praktyce poszukuje sie potozenia miejsc, w ktérych modut
ciggtej transformaty falkowej przyjmuje lokalne maksima.

Przyjmujac jako funkcje wygtadzajaca 6,(t) w skali s = 2 bazowg
funkcje sklejana rzedu czwartego [16]

0a(t) — % B8, (5.43)

otrzymujemy falke w skali s = 2 opisana w punkcie 4.5.2

nt) =~ =0 =~ PO+ = P-4

Cecha charakterystyczna punktow przegieé jest zerowanie sie w nich
drugiej pochodnej. Dlatego alternatywnym sposobem detekcji zboczy sy-
gnatu jest lokalizowanie miejsc zerowych drugiej pochodnej sygnatu wy-

gltadzonego.
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Druga pochodna sygnalu wygtadzonego ma postaé

d2 _ d2 +o0
ﬁfs(t) = @ - (7') 08(7' — t) dT (545)
d2 +00 1 _
- = 0= e)(T - t) dr (5.46)
1 [t 1 /77—t
= 5/ J0 0 () dr (5.47)
= L [T (5.48)

gdzie 0" (t) = $0(t), 0, (t) = = 0" (t/s).

S

Definiujac przeskalowana falke 14(¢) jako
() = 0, (1), (5.49)

otrzymujemy na podstawie (5.48) réwnanie

“+o00

2 d - _
# i = | o ue-nan (5.50)

ktérego prawa strona jest ciagta transformata falkowa Wo f(t, s) sygnatu
f(t) wskali s z falka

d2
t)=—0(t b1
u(t) = 0(0), (551)
co mozna zapisa¢ symbolicznie w postaci
d -
s pn f(t) = Waf(t,s). (5.52)

Ostatnia réwnos$¢ oznacza, ze zbocza sygnalu f(t) mozna lokalizowad,
okreslajac potozenie miejsc zerowych ciggtej transformaty falkowej sy-
gnatu. Indeks 5 oznacza, ze falka jest druga pochodna funkcji wygtadza-
Jacej.

Przyjmujac jako funkcje wygtadzajaca 6,(t) w skali s = 2 bazowsa
funkcje sklejang rzedu piatego

05(t) = —= B°(2), (5.53)
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otrzymujemy falke w skali s = 2 opisang w punkcie 4.5.2
d2

3
pTel 2\/_ go(t+1) —

3t —1).
(5.54)

Zastosowanie algorytmu a trous do obliczania diadycznej transfor-

Ua(t) = 5 = 5 =5 A0+ 55

maty falkowej wymaga znajomosci filtru dolnoprzepustowego h[n] stowa-
rzyszonego z funkcja skalujaca ¢(t). Filtr h[n] mozna obliczy¢ na podsta-
wie rownania dylatacyjnego w dziedzinie czestotliwosci

1

d(2w) = 7

H(e™) ®(w), (5.55)
skad

D (2w)
O(w)
Naturalng funkcja skalujaca w przypadku falek kubicznych jest bazowa

H(e®) =2 (5.56)

kubiczna funkcja sklejana, tj.

o(t) = (1), (5.57)
ktorej transformata Fouriera jest
B(w) = [%r (5.58)

Transmitancja filtru stowarzyszonego z funkcja skalujaca w postaci ba-
zowej kubicznej funkcji sklejanej, obliczona na podstawie wzoru (5.56),
ma postac

V2
16

Wspodtezynniki filtru zestawiono w tablicy 5.1.

H(e®) = Y2 (e 4 4e 16 + 4e ™ 4e2), (5.59)

Ponizej przedstawiono wyniki dwoch przyktadow obliczeniowych dia-
dycznej transformaty falkowej. Aby unikngé¢ nieciggtosci na koncach sy-
gnatu, sygnat zostatl ,odbity lustrzanie” i potraktowany jako okresowy,

co ilustruje rysunek 5.2 [20].
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Tablica 5.1: Wspotczynniki filtru h odpowiadajacego funkcji skalujacej w

postaci bazowej kubicznej funkcji sklejanej

11

n o l=2/-=1] 01112
2| 2 | 32 | 2 | 2
Al | 5 1 1% | % | %

Symetryzacja typu W sygnalu f[n]J=1-n/8, n=0,1,...,7 i periodyzacja sygnalu symetrycznego

091

0.8

0.7F

05

0.4}

031

0.2

©

T

-5

10

15

20

Rysunek 5.2: Tlustracja symetryzacji i periodyzacji sygnatu f[n] = 1 —

n/8, n=0,1,...,7; sygnal po symetryzacji i periodyzacji ma w okresie

14 probek

Na rysunku 5.3 pokazano przyktadowy sygnat f[n] i moduly sygna-

tow szczegbtowych |dj[n]|, 1 < j < 5. Sygnaly pokazano po korekcie

przesunieé¢ fazowych wynikajacych z zastosowania falki, ktéra nie jest sy-

metryczna w zerze. Zbocza sygnalu odpowiadajg maksimom lokalnym

modutéw sygnatow szczegdtowych. Kropki na sygnatach pokazujg poto-



172 5 CIAGLA TRANSFORMATA FALKOWA

zenie maksymow lokalnych.
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Rysunek 5.3: Przyktad 5-skalowej dekompozycji diadycznej sygnatu z
wykorzystaniem falki kubicznej w postaci pierwszej pochodnej bazowej

funkcji sklejanej rzedu czwartego

Na rysunku 5.4 pokazano przyktadowy sygnal f[n] i sygnaly szczegé-
towe d;[n], 1 < j < 5. Zbocza sygnatu odpowiadaja miejscom, w ktérych
sygnaly szczegdtowe zeruja sie. Kropki na sygnatach pokazuja miejsca

zerowe transformat falkowych.
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Rysunek 5.4: Przyktad 5-skalowej dekompozycji diadycznej sygnatu z wy-
korzystaniem falki kubicznej w postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji

sklejanej rzedu piatego
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5.2 Ciggla transformata falkowa w skalach
parzystych

Celem niniejszego punktu jest przedstawienie szybkiego algorytmu nu-
merycznego obliczania ciggtej transformaty falkowej w skalach catkowito-
liczbowych parzystych, w przestrzeni funkcji sklejanych trzeciego rzedu.
Algorytm zawiera krok polegajacy na interpolacji sygnatu kubicznymi
funkcjami sklejanymi, wykorzystuje falki w postaci kubicznych funkcji
sklejanych i wykorzystuje tozsamosé okreslajaca, ze splot bazowych funk-
cji sklejanych jest bazowsg funkcja sklejana, co pozwala przedstawié¢ ciggta

transformate falkowa w postaci funkcji sklejane;j.

5.2.1 Interpolacja sygnatu funkcjami sklejanymi rzedu

trzeciego

Wiréd funkeji sklejanych rzedu 3 wyrdznia sie kardynalna funkeje skle-
jang n3(t), ktora jest funkcja interpolujaca, tj. spelnia warunek 73(n —
k) = d[n—k] dlan € Z ik € Z. Ponadto translacje catkowitoliczbowe
{n3(t — n)}nez tworza baze ortogonalng przestrzeni funkcji sklejanych 3
rzedu. Nosniki kardynalnych funkcji sklejanych sa nieskonczone, ale funk-
cje zanikaja szybko, a mianowicie wyktadniczo [29]. Kardynalna kubiczna
funkcja sklejana pokazana jest na rysunku 5.5.

Z wymienionych wyzej wtasnosci kardynalnych funkcji sklejanych wy-
nika, ze mozliwa jest za ich pomoca interpolacja funkcji, ktérej war-
tosci dane sag w postaci prébek zmierzonych z krokiem jednostkowym
fln]=fnT), T=1,neZ

Fy =3 fln) it — ). (5.60)

n=—0oo
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Kardynalna kubiczna funkcja gieta
12 T T T

1k
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04t
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Rysunek 5.5: Kardynalna kubiczna funkcja sklejana n3(¢)

Efektywne obliczeniowo sg funkcje o zwartych nosnikach. Do takich funk-
c¢ji nalezg bazowe funkcje sklejane. Jak wiadomo translacje catkowitolicz-
bowe kubicznej bazowej funkcji sklejanej tworzg baze Riesza podprze-
strzeni kubicznych funkcji sklejanych catkowalnych z kwadratem. Mozna

zatem za ich pomocg wyrazi¢ kardynalng kubiczng funkcje sklejang

+oo

()= Y plm] B°(t —m), (5.61)

m=—0oQ

gdzie p[m] sa wspdtczynnikami rozwiniecia funkeji n*(t) w bazie {3%(t —
m) }mez. Translacje catkowitoliczbowe kardynalnej kubicznej funkcji skle-

janej w bazie {82(t — m)}mez Wyraza wzoér

“+o00

n(t—n)= > plm] Bt —n—m). (5.62)

m=—00

Wykorzystujac powyzsze rozwiniecie i wzor (5.60) otrzymujemy roz-
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winiecie f(t) w bazie {(t — n)}nez

fy = > fn] Z [m] B%(t —n —m) (5.63)

n=—oo m=—0o0

— Z Zf m) B3(t —n —m) (5.64)

m=—0o0 N=—00

S (Zf —n]) BE-k) (5.69)

k=—00 n=-—00
= Zf*p ] B3(t — k). (5.66)
k=—o00

Z powyzszego widac, ze kluczem do rozwiazania zadania interpolacji sy-
gnalu f(t) za pomoca translacji catkowitoliczbowych kubicznych bazo-
wych funkgji sklejanych jest znajomosé wspétezynnikéw plk]. Wspdtezyn-
niki te mozna otrzymac¢ w nastepujacy sposob:

“+oo

()= > plk] Bt — k), (5.67)

k=—o00

skad dla calkowitoliczbowych wartosci t = n,n € Z

n(n) =Y plk] 5*(n k). (5.68)
Definiujac ciag b3[n]
b°[n] = B*(n) (5.69)

i uwzgledniajac wlasnosé interpolacyjna funkcji 73(¢), otrzymujemy

—+00

n*(n) = Y plk] Bn—k) = pxb’[n] = d[n]. (5.70)

k=—o00

Zatem zwiagzek pomiedzy znanym ciagiem b®[n] i nieznanym ciagiem p[n]
ma postac

p * b?[k] = S[k]. (5.71)
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W jezyku filtracji cyfrowej oznacza to, ze filtr p jest filtrem odwrotnym
do filtru 3. Wspétezynniki filtru * podano w tablicy 5.2. Jest to filtr o

skoniczonej odpowiedzi impulsowej.

Tablica 5.2: Wspétezynniki odpowiedzi impulsowej filtru b?

-1

1

bln]

1
6

e[| O

1
6

Filtr odwrotny do filtru o skonczonej odpowiedzi impulsowej jest fil-

trem o nieskonczonej odpowiedzi impulsowe;j.

Bazowy filtr kubiczny

Na podstawie réwnania (5.71) otrzymuje sie réwnanie w dziedzinie trans-

format Z dla ciagoéw p[n] i b*[n]

P(z) B*(2) =1,

skad

Transformatg Z filtru b* jest

B3(z) =

B 1

- B¥(2)

1 n 4 L
24+ -+ =z

6 6 ’

zatem transformata Z filtru p ma postac

P(z) =

1

B3(z)

6

6z

z+4+ 271

G—at—a)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)
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gdzie a = /3 — 2. Prawg strone réwnania (5.77) mozna przeksztatci¢ do

postaci
6 —a? 1
P(z) = 17— (Z_a+z_a_1> (5.78)
—6a 1 1
_ - 1). 5.79
1—a? (1—@2—1+1—a2 ( )
Latwo sprawdzi¢, ze
1 - n.,—n . 41;
m = Z a z s JeSh |Z| > |CL‘ (580)

Oznacza to, ze w podanym obszarze zbieznosci szereg powyzszy jest

transformata Z ciagu {a" u[n]},ez, gdzie

0 jeslin<O
uln] =
1 jeslin > 0.

Ciag {1__6(1‘3 a” u[n]}neZ jest sktadowa przyczynowa odpowiedzi impulso-

wej filtru p pokazang na rysunku 5.6.

2

05

0 l (]
—0s|

Rysunek 5.6: Sktadowa przyczynowa filtru p

Drugi sktadnik prawej strony réwnania (5.79) jest transformata Z
ciagu {a~
nowa). Obszar wspélny obu transformat |a| < |z] < |a~

" u[—n]}nez W obszarze |z| > |a”!| (skladowa antyprzyczy-
!, gdzie a =
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—0.267949, zawiera okrag jednostkowy i uwzgledniajac trzeci sktadnik

prawej strony réwnania (5.79), otrzymuje sie odpowiedZ impulsows filtru

p
pln] = 1__622 (a"u[n] +a "u[—n| — (5[n}> (5.81)
= 1__632 a"l, nez. (5.82)

Wspédlezynniki filtru zanikajg wyktadniczo i wystarczy uwzglednié¢ w
obliczeniach tylko kilka poczatkowych wyrazéw ciagu p[n], tj. zastapié
filtr p filtrem p;, zdefiniowanym nastepujaco

pln] jesli |n| < L
prln] = L
0  jesli|n| > L.

Znajomos¢ wspotezynnikéw filtru p umozliwia przyblizenie sygnatu f(t)
w bazie kubicznych bazowych funkcji sklejanych {3(t — n)},ez za po-

mocg wzoru

ity = S el 8t — ), (5.83)
gdzie
cn] = fx*xp[n], neZ. (5.84)

Sposoby rekurencyjne interpolacji sygnatu

Sa dwa sposoby rekurencyjne obliczenia wspotczynnikéw rozwiniecia sy-
gnatu w bazie translacji catkowitoliczbowych kubicznych bazowych funk-
cji sklejanych, tj. obliczenia wspotczynnikéow c[n| = f * p[n].

Pierwszy sposob polega na wykorzystaniu transformaty 7 filtru p w

postaci danej wzorem (5.79), w ktérym a = —0.267949. Transformata Z
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ciagu c[n] wyraza sie wzorem

C(z) = P(2)F(2) (5.85)
B 1_—632 <1 - 112:1 1 —1az B 1>F(z) (5.86)
_ 1—_622 (1 _22_1F(z) + jazF(z) — F(2)). (5.87)

Oznaczmy przez C(z) pierwszy sktadnik w nawiasach i przez Cs(2) drugi

sktadnik w nawiasach. Z pierwszego sktadnika otrzymujemy
Ci(2) = az7'Cy(2) + F(2), (5.88)
co daje réwnanie rekurencyjne
ci[n] = aci[n — 1] + fn], (5.89)

na podstawie ktérego, majac ¢1[0], mozna obliczyé¢ ¢q[n|dlan =1,2,... N—
1. Zaktadajac, ze przyjeto rozszerzenie sygnatu jak na rysunku 5.2, przy-

blizong warto$é wspdtezynnika ¢1[0] mozna obliczyé ze wzoru

alo] = S gl A1l = 3 il (5.90)

Drugi sktadnik w réwnaniu (5.87) daje rownanie rekurencyjne
ca[n] = aci[n + 1] + fn], (5.91)

ktére umozliwia, majac [N — 1], obliczenie cp[n] dlan = N — 2, N —

3,...,1,0. Latwo sprawdzi¢, ze w zwiagzku z przyjetym rozszerzeniem
sygnatu
[N — 1] = [N —1]. (5.92)
Ostatecznie
—6a
c[n] = (a1ln] + ealn] = fln]). (5.93)
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Drugi sposéb polega na wykorzystaniu transformaty Z filtru p w po-

staci nastepujacej

0@):m@?a (5.94)
= T¥aro F (5:95)
- 61_2f41:2ZF@) (5.96)
_ 1_;(12_1 6F() (5.97)

gdzie a = —0.267949. Pierwszy utamek jest transformata 7 filtru przy-

czynowego, ktéoremu odpowiada réwnanie rekurencyjne
ci[n] =acijn — 1] +6f[n], n=1,2,...,N—1 (5.98)

z warunkiem poczatkowym

0] = 63 pllF = 63 ' 11 (5.99)

Drugi utamek jest transformatg Z filtru antyprzyczynowego, ktéremu

odpowiada réwnanie rekurencyjne
cln] =alcln+1] —¢n]), n=N-2,N-3,...,1,0 (5.100)

z warunkiem poczatkowym

6a
1 —a?

¢[N —1] = (1[N — 1] + acy [N = 2]). (5.101)

5.2.2 Dylatacje catkowitoliczbowe falek kubicznych

Obliczenie ciagtej transformaty falkowej w skalach catkowitoliczbowych

parzystych ze wzoru

Wf(t,s) = f*xs(t) (5.102)
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wymaga obliczenia falki w skali s = 2m, gdzie m = 1,2,3,... Falke w
skali s = 2m mozna otrzymaé z rownania falkowego, zastepujac zmienng

t zmienna t/m

\/% ( ) Zg (t_km>, m=1,23...  (5103)

Lewa strona powyzszego réwnania jest oznaczana jako g, (t).

Definiujac filtr ,z dziurami” g, [k]

glk], jeslin =km
g(m) [n] = (5104)
0, dla pozostatych n,

falki w skalach parzystych 2m, m = 1,2, 3, ... mozna zapisa¢ nastepujaco
Vo (t) Zg n] G (t — n), (5.105)

gdzie ¢, (t) jest rozszerzong m-krotnie funkcja skalujaca. Filtr gem)[n]
powstaje z filtru g[n| poprzez wstawienie pomiedzy kazda pare sasiednich
elementéw filtru g[n] m — 1 zer.

Kolejnym krokiem w konstrukcji algorytmu jest zdefiniowanie dy-
latacji catkowitoliczbowych funkcji skalujacej ¢,,,(¢), m = 1,2,3,... W
zwiazku z interpolacja sygnatu translacjami catkowitoliczbowymi bazo-
wej kubicznej funkcji sklejanej 33(t) i wykorzystaniu falek w postaci
kubicznych funkcji sklejanych jako funkcje skalujaca nalezy wybraé¢ ku-
biczna bazowa funkcje sklejang

o(t) = B°(t). (5.106)

Zagadnienie sprowadza sie zatem do zagadnienia skalowania catkowito-

liczbowego bazowych funkcji sklejanych.
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Dylatacje catkowitoliczbowe bazowych funkcji sklejanych

Zgodnie z definicja bazowej (przyczynowej) funkeji sklejanej zerowego
rzedu (rozdziat 3) catka oznaczona z tej funkcji od —oo do +00 jest réwna
1. Dylatacja catkowitoliczbowa przyczynowej bazowej funkcji sklejanej z

zachowaniem wartosci catki oznaczonej jest opisana nastepujaco

1/m jeslit € [0, m)

om(t) = { 0 jeslit ¢ [0, m). (5.107)

Funkcje powyzsza mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej translacji

catkowitoliczbowych bazowej funkcji sklejanej rzedu zerowego

0l (1) = % mfa% k). (5.108)

Wspélcezynniki wagowe w powyzszej kombinacji liniowej sa réwne 1. W
dalszych rozwazaniach uzyteczne bedzie operowanie ciggiem liczbowym

utworzonym ze wspolczynnikéw wagowych we wzorze (5.108)

-1

3

u
0

% O [k] &°(t — k), (5.109)

B
Il

gdzie

1 jesli 0 < k
O[k‘]z{ Jes B s B (5.110)

0 dla pozostatych k.

Przyktadowo u) jest ciagiem {...,0,1,1,0,...}, gdzie element podkre-
Slony ma numer 0. Dalej wyrazy tego typu ciagu rowne zeru przed ele-
mentem o numerze 0 i za elementem o numerze m — 1 nie beda pokazy-
wane, a cigg, dla skrécenia zapisu, bedzie oznaczany jako uy = {1,1}.

Zgodnie z definicjg bazowych funkcji sklejanych

a™(t) = a" " xa(t). (5.111)
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Zastepujac w powyzszym wzorze t przez t/m i wykorzystujac definicje
splotu funkcji, otrzymuje sie nastepujacy wzor dotyczacy dylacji catko-
witoliczbowych bazowych funkcji sklejanych

ol (£) = % a1 % a® (1), (5.112)
Korzystajac z powyzszego wzoru, mozna wyrazi¢ dylatacje catkowito-
liczbowe funcji bazowych wyzszego rzedu za pomoca translacji catkowi-
toliczbowych tych funkcji. Dla przyktadu wyrazmy m-ta dylatacje ba-
zowej funkcji sklejanej pierwszego rzedu za pomoca kombinacji liniowej
translacji catkowitoliczbowych tej funkcji. Zgodnie z (5.112) i (5.109)

1

aL(t) = - afxal (1)

- %/_C:Z ul [i] o T—z;u At —71—k)dr
= %Zgu&[z] ul, [K] /_Z At —i) Ot -k —17) dr.

Wprowadzajac nowa zmienng n = ¢ + k, ostatnia podwojng sume mozna

wyrazi¢ za pomocg jednej sumy i splotu ciggoéw
1
= —Zu?n*u?n[n] ol (t —n). (5.113)
m n
Powyzsze rozwiniecie mozna zapisaé W postaci

Zu Yt —n), (5.114)

gdzie
ul[n] = ud xul[n]. (5.115)

Dla na przyktad m = 2, ud = {1,1} x {1,1} = {1,2,1}.

W analogiczny sposéb jak wyzej mozna pokazaé, ze

o2 (t) = %Zu}n*u?n[n] o?(t —n), (5.116)
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czyli ze
1
a2 (t) = wZufn[n] a?(t —n), (5.117)
gdzie
uln] = ul xul[n] = u xud xul [n]. (5.118)

Dla na przyktad m = 2, u3 = {1,2,1} * {1,1} = {1,3,3,1}.
Dylatacje catkowitoliczbowa kubicznej (przyczynowej) bazowej funk-

cji sklejanej wyraza wzor

ol (t) = %Zui*u?n[n] a?(t —n), (5.119)
czyli ze
od (1) = % S b fn] ad(t — n), (5.120)
gdzie
udn] = w2 xud[n] = ud xud xud *ud[n]. (5.121)

Dla na przyktad m = 2, u3 = {1,3,3,1} x {1,1} = {1,4,6,4, 1}.

Rozwiniecie

m

1
od (t) = ﬁZugn*ugn*ugn*ugl[n] a?(t —n) (5.122)

ma duze znaczenie praktyczne w kontekscie obliczania splotu sygnatu
z przeskalowang kubiczng funkcja sklejang. Widaé¢ z niego, ze splot sy-
gnatu z dylatacja catkowitoliczbowsg kubicznej bazowej funkcji sklejanej
moze by¢ zastapiony czterema splotami sygnalu z przyczynowymi fil-

trami usredniajacymi u?,. Filtracje sygnatu czasu dyskretnego f[n| fil-

0

trem u,,

[n] opisuje wzbr

yln] = frupn] = ) fln—kl. (5.123)
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Przeksztatcajac ten wzoér w sposdb nastepujacy

yln| = i fln—1—k]| (5.124)

= f[n]—i-mz_f[n—l—k]—f[n—m] (5.125)
= y[n— 1];— fln] = fln —m], (5.126)

otrzymujemy postaé rekurencyjng filtracji, z ktérej wynika, ze do oblicze-
nia jednej probki wymagane jest jedno dodawanie i jedno odejmowanie.
Wykorzystanie tego wzoru wymaga znajomosci wartosci pierwszej probki
sygnatu y[0]. Jezeli sygnat f[n]| rozpoczyna sie od ciagu zer o dtugosei co
najmniej m, to y[0] = 0.

0

o |n] wprowadza prze-

Filtracja sygnatu f[n] filtrem przyczynowym u
suniecie fazowe sygnatu. Przesuniecie to moze by¢ w tatwy sposéb obli-
czone.

Zal6zmy, ze filtr usredniajacy u? [n] ma nieparzysta liczbe wspotezyn-
nikéw, przy czym m = 2[(m — 1)/2] + 1. Filtr taki mozna przesunaé¢ w
lewo o (m — 1)/2 prébek. Tak przesuniety filtr ma symetryczna wzgle-
dem zera odpowiedZ impulsowa i nie wprowadza przesuniecia fazowego
sygnatu. Zatem filtr przyczynowy ul, [n], gdzie m jest liczba nieparzysta,

przesuwa sygnal w prawo o (m —1)/2 probek. Poniewaz splot z dylatacja

0
m

kubicznej funkeji sklejanej wymaga czterech filtracji filtrem u,, [n], wiec
catkowite przesuniecie sygnatu wynosi 2(m — 1) probek.
W drugim przypadku, tj. gdy liczba wspétezynnikow filtru w2, [n] jest

parzysta, mozna rozwazy¢ dwie podwdjne filtracje, tj.

z[n] = (u?, x ul,) * f[n] (5.127)

yln] = (u® *ud ) * x[n]. (5.128)
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Filtr uY, xu?,[n] ma nieparzysta liczbe wspotezynnikéw réwna m+m—1 =
2(m — 1)+ 1. Wspdtezynniki filtru mozna przesunaé¢ w lewo o m — 1 pré-
bek, otrzymujac filtr symetryczny w zerze, ktéry nie przesuwa sygnatu.
Zatem w wyniku dwukrotnej filtracji podwéjnym filtrem przyczynowym
u? xul [n] sygnat zostanie przesuniety w prawo o 2(m—1). Z powyzszych
rozwazan wynika, ze niezaleznie od tego, czy liczba wspotczynnikow fil-
tru uY [n] jest parzysta, czy nieparzysta, po czterokrotnej filtracji sygnat

zostanie przesuniety w prawo o 2(m — 1) probek.

5.2.3 Ciggla transformata falkowa w przestrzeni ku-
bicznych funkcji sklejanych

Zgodnie z definicja ciggla transformata falkowa w skali s i w punkcie

T =t sygnalu f(7) i falki ¢5(7) jest réwna
W f(t,s) = fx(t), (5.129)

gdzie 1,(7) = ¥y(—7).
Niech f(7) bedzie interpolacja kubiczng sygnatu f(7) w bazie

{63(7— - n)}nEZa tJ
Fr) =Y clk] B(r — k). (5.130)

k
Spos6b obliczenia wspétezynnikéw c[k] podany zostal w punkcie 5.2.1.
Przyjmujac jako funkcje skalujaca bazows kubiczng funkcje sklejang
i odktadajac zagadnienie korekty przesunie¢ fazowych wprowadzanych
przez filtry przyczynowe do koncowego kroku algorytmu, na podstawie

wynikéow podpunktu 5.2.2 mozemy zapisacé

Pm(t) = — Z [i] B3(t — i) (5.131)
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o () = %Z G M Zu;m Bt —k—1i) (5132

— nggm)*u n] B3(t —n) (5.133)
= qu ] B2(t —n) (5.134)
gdzie
1
gm[n] = 3 Gom) * ud [n]. (5.135)

Poniewaz g, (T) = g (—7), wiec wprowadzajac oznaczenie q[n] =

q[—n], otrzymujemy

Do (T Z Gmli] B3 (—T — 1) (5.136)

Z G [—i] B3 (=7 + 1) (5.137)

Z Gmli] B3 (—(r — 1)) (5.138)

= Z Gmi] B3(1T —1). (5.139)

WIt,2m) = fx thom(t) (5.140)

N /MZCW BT = k) Z@m[i] Bt —7—1i)dr
B ZZ J i / Br—k) Bt —T—i) dr
N gzc G} /_OO B(r) B3t — 7 —i—k)dr
= 23 el dnlp A |80 #e-p-myar

= Zc* Tmlp) B° % B3(t — p). (5.141)



5.2 Ciggla transformata falkowa w skalach parzystych 189

Wykorzystujac tozsamosé 5% x 8(t) = ¥+ oraz uwzgledniajac (5.135),

otrzymujemy
W f(t,2m) = mgzc*g « i [p] B7(t —p). (5.142)

Niech t = n, n € Z, wowczas

W f(n,2m) = %Zc* G % @[] U —p]  (5.143)

1 —
= —5 % Gom) * Up[p] * V' [n], (5.144)

gdzie
b'[n] = B7(n). (5.145)

Warto$ci wspotezynnikéw ciggu b7[n] pokazane sg w tablicy 5.3.

Tablica 5.3: Wartosci niezerowych wspoétezynnikéw filtru b7

In| 0 1 2 3

7 2416 1191 120 1
b'[Inl] | 553 | 5010 | 5040 | 5040

Proces obliczania wspétczynnikéw falkowych
dom[n] = W f(n,2m) (5.146)
mozna rozbi¢ na kilka etapéw, opisanych ponizej.

e Obliczy¢ ciag wspotezynnikéw c[n] interpolacji sygnatu f(t) w bazie

(B(t = n)Ynez, tj. f(t) = 32, c[n] B°(t — n). Szybkie algorytmy

obliczania wspélezynnikéw c[n] opisane sa w punkcie 5.2.1.

e Obliczy¢ ciag pomocniczy v[n] = ¢ b7[n] jako wynik filtracji ciagu
c[n] filtrem b7[n], ktéry jest filtrem symetrycznym o skoriczonej i

krotkiej odpowiedzi impulsowej podanej w tablicy 5.3.
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e Obliczy¢ pomocniczy ciag r[n] = @3 *v[n], stosujac szybki algorytm

opisany w punkcie 5.2.2, tj. wedtug schematu r[n] = a0, * (a2, * (a2, x
(ty, * (1, * v[n]))))-
e Obliczy¢ cigg wspotezynnikow falkowych dom[n] = =5 7 % Gm[n],

czyli przefiltrowaé cigg r[n] filtrem z ,dziurami” ggy)[n], ktéry po-
wstaje z filtru falkowego g[n| poprzez wstawienie pomiedzy kazda

sasiadujaca pare wspotezynnikéw filtru gln] m — 1 zer.

e Przeprowadzi¢ korekte fazowa wspotczynnikow falkowych poprzez
przesuniecie ciagu da,[n] cyklicznie w prawo o 2(m — 1) pozycji

plus przesunigcie wprowadzane przez filtr gi,)[n].

5.2.4 Przyktady obliczeniowe cigglej transformaty
falkowej w skalach parzystych

Ponizej zamieszczono wyniki dwéch przyktadéw obliczania ciggtej trans-
formaty falkowej sygnatu sztucznego o dtugosci 512 probek zawieraja-
cego réznego rodzaju zbocza. Pierwsze dwa zbocza to zbocze narasta-
jace i opadajace impulsu prostokatnego.Nastepne zbocze jest ,szpilka”,
tj. delta Diraca. Kolejne dwa zbocza sa stromymi zboczami narastaja-
cymi. Nastepujace po nich sa zboczami kubicznymi. Przedostatnie zbo-
cze jest zboczem signomodalnym, a ostatnie wyktadniczym. Aby unikngé
nieciggtoéci na koncach sygnahu, sygnat zostal ,odbity lustrzanie” i po-

traktowany jako okresowy, co ilustruje rysunek 5.2 [20].

Przyktlad 1

Na rysunku 5.7 pokazano wykresy ciagtej transformaty falkowej omo-
wionego wyzej sygnatu w skalach 2,4, 6, 8,10, 12. Transformaty byty ob-

liczone z wykorzystaniem falki w postaci pierwszej pochodnej bazowej
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funkcji sklejanej rzedu czwartego. Poniewaz falka jest pierwsza pochodna
funkcji wygtadzajacej, to zboczom sygnatu odpowiadajg lokalne mak-
syma modultéw transformaty falkowej dy[n]. Filtr cyfrowy stowarzyszony
z uzyta falkg nie jest symetryczny ani antysymetryczny w zerze i dlatego
wspotezynniki falkowe sg przesuniete w fazie w stosunku do sygnatu; na
rysunku pokazano wspoétezynniki falkowe po odpowiedniej korekcji fazo-
wej. Ciagla transformata falkowa w wielu skalach pozwala identyfikowaé

i lokalizowa¢ zbocza sygnahu.
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Rysunek 5.7: Moduty ciagtej transformaty falkowej sygnatu sztucznego
w skalach 2,4,6,8,10,12,14: maksima modutu transformaty odpowia-
dajace zboczom sygnatu; falka w postaci pierwszej pochodnej bazowej

funkcji sklejanej rzedu czwartego
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Przyktad 2

Przyklad ten (rysunek 5.8) dotyczy sygnalu z przykladu 1 dodatkowo
zaszumionego. Transformaty zostaly obliczone w tych samych skalach i z
wykorzystaniem tej samej falki jak w przyktadzie 1. Ciagta transformata
falkowa w wielu skalach pozwala idetyfikowa¢ zbocza w duzych skalach i

utatwia ich lokalizacje w matych skalach.
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Rysunek 5.8: Modutly ciagtej transformaty falkowej sztucznego sygnatu
zaszumionego w skalach 2,4, 6,8,10,12,14: maksima modutu transfor-
maty odpowiadajace zboczom sygnatu; falka ma postaé¢ pierwszej po-

chodnej bazowej funkcji sklejanej rzedu czwartego
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5.3 Obliczanie cigglej transformaty falko-
wej za pomocag FFT

Ciagta transformata falkowa moze by¢ obliczona za posrednictwem prze-
ksztalcen Fouriera. Zgodnie z (5.3) ciagta transformata falkowa w skali s
jest splotem sygnatu i przeskalowanej do skali s falki rewersyjnej. Splo-
towi sygnaléw w dziedzinie czasu odpowiada iloczyn transformat Fo-

uriera w dziedzinie czgstotliwosci, czyli
FAWf(t,5)} = F(w) ¥(w), (5.147)
gdzie F(w) = FZ{f(1)}, Vi(w) = F{s()}, skad
Wf(t,s)=F HF(w) Ui(w)} (5.148)

Najcze$ciej] mamy do czynienia nie z sygnatem czasu ciagtego f(1),
ale z sygnatem zdyskretyzowanym w skonczonym przedziale czasu f[n],
n = 0,1,...,N — 12 W takim przypadku przyblizong warto$¢ cia-
glej transformaty falkowej mozemy obliczy¢ za posrednictwem dyskretnej
transformaty Fouriera.

Zat6zmy, ze nosnikiem falki () jest przedzial [K1, K2]. No$nikiem
przeskalowanej falki ¢4(t) = LS w<§), s > 0 jest woéwczas przedzial
[sK1,sK2]. Zakres skal s, < 8 < Spmas, dla ktérych mozna obliczaé
transformaty falkowe w przypadku falek o zwartym nos$niku, mozna wy-
znaczy¢ w sposob nastepujacy. Liczba prébek ¢[n] w przedziale [K1, K2
moze by¢ niewystaczajaca dla reprezentowania falki ¢ (t) i najczesciej

przyjmuje sie Sy, = 2, gdyz w tym przypadku nosnikiem falki 1,(t)

2Domyslnie przyjeto,ze dyskretyzacji dokonano w przedziale czasu [0, N] z krokiem
AT = 1. Jezeli przetwarzany sygnal f (t) okreslony jest w przedziale [a, b] i zostal
zdyskretyzowany z krokiem AT, to sygnal nalezy wstepnie przeskalowaé i przesunaé

tak, zeby otrzymaé sygnal f[n] okreSlony jak wyzej.
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jest przedziatl [2K1,2K2] i liczba probek vs[n|, przy dyskretyzacji falki

z takim samym krokiem, z jakim zdyskretyzowany zostal sygnatl, jest

wystarczajaca do reprezentowania falki ¢9(t). Skala maksymalna ogra-

niczona jest szerokoscia nosnika falki o . (t), ktorym jest przedzial

[Smaz K 1, Simar KK 2], gdyz powinien by¢ spetniony warunek s,,q, (K2—K1) <
N.

Schemat postepowania przy obliczaniu ciaglej transformaty falkowej

za posrednictwem dyskretnych przeksztatcen Fouriera moze by¢ naste-
pujacy:
e Obliczy¢ reprezentacje dyskretna falki z krokiem AT = 1:
Ys[n| =s(n), n=L1,L1+1,...,02—1,L2, (5.149)
gdzie L1 = |sK1], L2 = [sK2].

e Ustali¢ liczbe punktéw dyskretnych transformat Fouriera. Przy za-
lozeniu, ze sygnal f[n| okreslony jest dla 0 < n < M (dlugosé
sygnalu M prébek) i ze falka dyskretna ma ditugos¢ L2 — L1 + 1

probek, liczba punktéw transformat musi speliaé¢ nieréwnosé:
N>M+1L2-1L1. (5.150)

Jezeli dyskretne transformaty Fouriera beda obliczane za pomoca
algorytmow FFT, na przyktad algorytmu radix-2, to dodatkowo N
musi by¢ potega dwojki.

e Utworzy¢ ciag aln], 0 <n < N wedlug wzoru:
fln] jeslio<n< M
aln] =
0 jesli M <n<N.
Obliczy¢ N-punktowa dyskretng transformate Fouriera ciagu aln],
0<n<N:
Alk] = DFT{a[n]}, 0<k<N. (5.151)
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e Utworzy¢ ciag b[n], 0 < n < N wedlug wzoru:

0 jesli 0 <nm < N/2+4 L1
bln] = q ts[n— N/2] jedli N/2+ L1 <n<N/2+L2 .
0 jesli N/2+ L2 <n < N.

Obliczyé N-punktowa dyskretna transformate Fouriera ciagu b[n],
0<n<N:
Blk] = DFT{b[n]}, 0<k<N. (5.152)

e Obliczy¢ ciag Clk], 0 <k < N
Clk] = Alk] B*[k], 0<k<N. (5.153)

Obliczy¢ N-punktowa odwrotng dyskretng transformate Fouriera
ciagu CIk]:
cln]| = IDFT{C[k]}, 0<n<N. (5.154)

Przesunaé¢ cyklicznie w lewo o N/2 probek ciag {c[n]|}o<n<n, ktéry
(po przesunieciu) jest wersja dyskretng ciaglej transformaty falko-
wej.

Ztozonos¢ obliczeniowa opisanej metody obliczania cigglej transfor-
maty falkowej, przy zatozeniu wykorzystania do obliczania dyskretnych
transformat Fouriera szybkich algorytméw (FFT), jest rzedu O(NlogaN).

W przypadku dtugich sygnaléw, dla ktorych utrudnione jest oblicza-
nie dyskretnych transformat Fouriera catego sygnatu, obliczenia mozna
przeprowadzi¢, dzielac sygnal na bloki i stosujac na przyktad metode

naktadania z dodawaniem (ang. overlap-add) splotu sygnatéw [33] [26]
[14].

Ponizej podano wyniki dwoéch przyktadow obliczeniowych wspoma-
gajacych detekcje zboczy sygnatu z wykorzystaniem cigglej transformaty
falkowej i dyskretnych przeksztatcen falkowych.
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Przyktad 1

Przyktad ten ilustruje wspomaganie detekcji zboczy sygnatu metoda
maksiméw modutu (ang. modulus mazrima) ciagtej transformaty falko-
wej. Jako falke wybrano falke kubiczna w postaci pierwszej pochodnej

bazowej funkcji sklejanej czwartego rzedu, opisang wzorem:

Y(t) = —3(2t) 4+ B3(2t — 1), (5.155)

gdzie B3(t) - bazowa kubiczna (symetryczna) funkcja sklejana. No$nikiem
falki jest przedzial [—1, 1,5], a jej wersji przeskalowanej do skali s = 3
przedziat [—3, 4, 5]. Wersje dyskretna falki w skali s = 3 pokazano na ry-
sunku 5.9. Za pomocy algorytmu FF'T obliczono 512-punktowe dyskretne
transformaty Fouriera falki w skali s = 3, sygnaltu f[n| pokazanego na ry-
sunku 5.10, oraz odwrotng transformate Fouriera iloczynu transformaty
falki i sygnatu. Wynik w postaci wersji dyskretnej modutu ciggtlej trans-
formaty falkowej |W f[n, 3]| pokazano na rysunku 5.10. Poniewaz falka
jest pierwsza pochodng bazowej funkcji sklejanej rzedu czwartego, ktora
mozna wykorzysta¢ jako funkcje wygladzajaca, zatem zbocza sygnatu

odpowiadaja maksimom modutu ciggtej transformaty falkowe;.

o1l

Wyl
o]
P

—02f

—03l

Rysunek 5.9: Falka kubiczna w postaci pierwszej pochodnej bazowej funk-

cji sklejanej rzedu czwartego w skali s = 3 po dyskretyzacji
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Rysunek 5.10: Przykladowy sygnal (na gérze) i modut transformaty fal-
kowej z falkag w postaci pierwszej pochodnej bazowej funkcji sklejanej
rzedu czwartego w skali s = 3 obliczony za pomoca algorytmu FFT (na
dole)

Przyktad 2

Przyktad ten ilustruje wspomaganie detekcji zboczy sygnatu metoda ze-
rowania sie (ang.zero-crossings) ciagtej transformaty falkowej. Jako falke
wybrano falke kubiczng w postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji skle-

janej pigtego rzedu, opisang wzorem:
1 1
V(b)) =35 B2t +1) — B3(2t) + 5 B2t —1). (5.156)

Noénikiem falki jest przedziat [—1,5, 1,5], a jej wersji przeskalowanej do
skali s = 3 przedziat [—4,5, 4,5]. Wersje dyskretna falki w skali s = 3
pokazano na rysunku 5.11. Obliczono dyskretne transformaty Fouriera
analogiczne do tych z przykladu 1. Wynik w postaci wersji dyskretnej
ciaglej transformaty falkowej W f[n, 3] pokazano na rysunku 5.12. Ponie-
waz falka jest druga pochodna bazowej funkcji sklejanej rzedu pigtego,
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ktorag mozna wykorzysta¢ jako funkcje wygtadzajaca, to zbocza sygnatu

odpowiadaja miejscom zerowym ciggtej transformaty falkowe;j.

Rysunek 5.11: Falka kubiczna w postaci drugiej pochodnej bazowej funk-

cji sklejanej rzedu piatego w skali s = 3 po dyskretyzacji
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Rysunek 5.12: Przykladowy sygnat (na gorze) i transformata falkowa z

falkg w postaci drugiej pochodnej bazowej funkcji sklejanej rzedu pigtego

w skali s = 3 obliczony za pomoca algorytmu FFT (na dole)
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Streszczenie

W ksiazce oméwiono przeksztatcenia falkowe w ujeciu algorytmicznym
ze szczegolnym uwzglednieniem aspektéw obliczeniowych w przetwarza-
niu sygnatow. Ujecie materiatu adresowane jest gtownie do inzynierow
zajmujacych sie przetwarzaniem sygnalow, ale starano sie zachowaé sSci-
sto$¢ matematyczng wymagang przez osoby zainteresowane matematyka
stosowang, do ktorej teoria falek nalezy.

Implementacje metod falkowych przetwarzania sygnatow wykorzy-
stujg klasyczne algorytmy cyfrowego przetwarzania sygnaléw takie jak
filtracja sygnatow. Konstrukcja i wtasciwosci falkowych filtréw cyfrowych
wynikaja z koncepcji aproksymacji wieloskalowej sygnatéw czasu ciaglego
o skonczonej energii i dlatego, dla wyjasnienia wtasciwosci przeksztatcen
falkowych, niezbedne byto przedstawienie stosownego aparatu matema-
tycznego.

W ksiazce zamieszczono oméwienie podstaw matematycznych metod
falkowych, w szczegblnosci aproksymacji sygnatow za pomocs baz or-
togonalnych, baz biortogonalnych i rozpie¢. Przytoczono wybrane prze-
ksztalcenia Fouriera i zwigzane z nimi metody obliczeniowe. Wyjasniono
w sposob nieformalny analize wieloskalowa sygnalow oraz podano uje-
cie aksjomatyczne analizy wieloskalowej. Pokazano algorytmy szybkich
przeksztatcen falkowych oraz ich implementacje za pomocg bankow fil-
trow cyfrowych. Przedstawiono konstrukeje i wtasciwosci podstawowych
falek takich jak falki o zwartym nosniku, falki jako pochodne funkcji
Gaussa i falki w postaci funkcji sklejanych. Opisano ciagta transformate
falkowa i jej szybkie algorytmy obliczeniowe. Pokazano wykorzystanie
ciagtej transformaty falkowej do detekcji zboczy sygnatow. Wybrane al-
gorytmy przedstawiono w postaci programow w srodowisku obliczenio-
wym MATLAB.
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Summary

This book describes an algorithmic approach to wavelet transforms with
particular emphasis on computational aspects of wavelet transforms in
signal processing. The book is intended for engineers working in the sub-
ject of digital signal processing as well as for persons interested in applied
mathematics to which the wavelet theory belongs.

Implementations of wavelet methods of signal processing use classic
digital signal processing algorithms such as signal filtration. The design
and properties of wavelet digital filters result from the concept of multi-
scale approximation of continuous time signals of finite energy, and the-
refore, to explain the properties of wavelet transforms, it was necessary
to describe an appropriate mathematical apparatus.

The book includes a discussion of the mathematical foundations of
wavelet methods, in particular approximation of signals by means of or-
thogonal bases, biorthogonal bases and frames. Selected Fourier trans-
forms and associated calculation methods are quoted. Multiscale analysis
of signals is explained in layman’s terms and an axiomatic approach to
multiscale analysis is presented. The construction and properties of basic
wavelets such as compactly supported wavelets, wavelets as derivatives of
the Gaussian function and spline wavelets are described. The continuous
wavelet transform and its fast calculation algorithms are described. An
application of the continuous wavelet transform for signal edge detection
is shown. Selected algorithms are presented as programs in the MATLAB

computing environment.








